Inércia da Energia
Gravitacao

Relatividade

Energia tem massa. Se se empurra um corpo hd que se empurrar sua
energia, além do proéprio corpo. Em alta velocidade a energia torna-se
tdo grande—a massa é tao grande—que ao empurrar acelera-se pouco.
E quanto mais se empurra cada vez se acelera menos. E impossivel
ultrapassar a velocidade limite, por mais que se empurre.



Conteudo

O Cidadao e a Teoria da Relatividade 3

01/16 Inércia da energia 5

02/16 Limitada 7

03/16 Exatamente 9

04/16 m(v) 10

05/16 Outra deducgao, equivalente 11

06/16 Ideia da velocidade limite 11

07/16 Ladrilhos e moluscos 12

08/16 A lei da gravidade 14

09/16 Campo 17

10/16 Paisagem 19

11/16 Nula 20

12/16 Curvo 22

13/16 Precessao de um satélite. 24

14/16 Transformagoes de Lorentz 24

15/16 Um exercicio sobre transformacoes de Lorentz 30
16/16 Manutengao das equagoes de Maxwell sob transformacgoes de Lorentz 34
Sobre o tempo 35

Referéncias 36

Sinopse 36



O Cidadao e a Teoria da Relatividade.

A Teoria da Relatividade, com suas previsoes sobre fenomenos repetida e universalmente
verificadas, encerra informagoes sobre a natureza que devem participar do esclarecimento
de todo cidadao moderno, de qualquer eventual especializacao.

Em primeiro lugar, a energia possui inércia. Esta é a propriedade de um corpo de
resistir a uma alteracao de seu estado de movimento. E quantificada pela grandeza fisica
massa.

Todo corpo possui massa. Se imaginarmos um ente com massa nula, ele avancaria
com velocidade desmedidamente alta ao interagir com outro corpo, enquanto este nao
recuaria. Ou seja, o ente ja nao estaria aqui, e sequer a interacao fora percebida. Ou ele
jamais interage, o que é a mesma coisa que nao existir do ponto de vista fisico.

A massa da energia é expressa pela férmula universal e = m.c?, onde ¢ é a velocidade
de 300.000 quilometros por segundo (299.792.458 metros por segundo exatamente,
pela definicaio de metro; a velocidade é tao fundamental, universal, que a prépria
definicao de metro foi alterada para ser a distancia que a luz se propaga mno
vdacuo em 299.792.458 avos de segundo). A massa de uma unidade de energia (joule) é
7= C% = 0,000000000000000011 quilogramas, por joule; sao dezesseis zeros a direita da
virgula).

A massa é muito pequena—por isso nao percebemos quotidianamente a inércia alterada
dos corpos que possuem energia acumulada—mas nao é nula. Dai advém a existéncia de
uma velocidade maxima na natureza igual a c—em principio. (Note-se que nao se trata de
dificuldade técnica.) Porque a medida que se acelera um corpo torna-se necessario acelerar
também sua energia cinética, e quanto mais se acelera, a massa aumenta sem limites—em
outras palavras, torna-se cada vez mais dificil acelerar—a medida que a velocidade se
aproxima de c. Isto se deduz matematicamente. E é verificado universalmente.

Em segundo lugar, as leis fundamentais da natureza sao locais, isto é, relacionam
grandezas fisicas num lugar num instante. Todas as coisas sao campos, ou seja, entes
extensos que evoluem conforme leis de cardter local. Entao, para se alterar um campo
inicia-se alterando-o num ponto. A perturbacao se propaga conforme as leis. Desde que
qualquer interacao envolve energia a velocidade de propagacao é no maximo igual a c,
independentemente da natureza do campo.

Numa parada de 6nibus observamos uma lampada distante na préxima parada. A
luz nos chega a 300.000km/s. Ao partirmos no 6nibus, a velocidade da luz que nos vem
seria—imaginemos—300.000 km/s mais a velocidade do 6nibus, certo? Errado. Pois ela
de fato continua sendo 300.000 km/s.

A estrutura da matéria revela a existéncia de alguns tipos de campos elementares,
que a constituem. O elétron por exemplo é um campo—nao confundir com o campo
eletromagnético. A luz é campo eletromagnético, em propagacao. As leis do campo
eletromagnético—Ileis locais—sao as (quatro) equacdes de Mazwell. Destas se deduz a
velocidade de uma perturbagao no vacuo, que resulta 300.000 km/s.

Agora pois, um amigo em movimento com relacao a nés executa experimentos de
Eletromagnetismo. Verifica ele as mesmas equagoes de Maxwell. E deduz, e mede, a
mesma velocidade de propagacao c. SO existem os campos, com as mesmas leis funda-
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mentais para todos os observadores.

Tal que velocidades comparaveis a ¢ nao sejam simplesmente somadas—como ima-
ginaramos no exemplo do onibus—as réguas que se movem sao mais curtas, os relégios
evoluem mais lentamente, e dois acontecimentos distantes simultaneos para um observador
nao o sao para outro em movimento relativo. A compreensao de tais aspectos pressupoe
um traquejo em interpretagoes matematicas, mas isso nao é fundamental ou imprescindivel
ao cidadao.

Antes, na natureza sé existem campos, com as mesmas leis (locais) para todos os
observadores. Esta é a esséncia da Teoria da Relatividade, e a significacao do seu nome.

Em terceiro lugar, o cidadao deve ser ilustrado com a noc¢ao de que o vacuo no universo,
no qual os astros evoluem, é de fato preenchido por um campo—a métrica—universal,
desde aqui até as galaxias mais distantes.

Ao se medir a parede de uma sala retangular—que resulta por exemplo “seis metros” —
e a remedirmos ao longo de uma reta paralela no centro da sala, se obtera os mesmos “seis
metros”. A caracteristica que estabelece tal valor, no caso igual ao primeiro, é propriedade
do campo métrica.

Nao se empurra a métrica. Antes, ela estd em todos os lugares. Mas a matéria curva
esse campo. Dentro da matéria, e também proximo a ela, a métrica é curva. Proximo
a matéria as réguas sao mais curtas (na direcao do raio) e os relégios evoluem mais
lentamente.

A relacao entre a densidade de matéria e a curvatura da métrica em cada ponto—Iei
local—¢ expressa pelas equacoes de Finstein da gravitacao.

Um corpo abandonado livremente numa regiao onde a métrica é curva—e é curva
porque existe um outro corpo perto—se aproxima deste outro corpo. Ou seja, cai.

Até o fim do século XIX a lei da gravitagao dizia que os corpos se atraem com forca
inversa do quadrado da distancia. Perguntemos o seguinte. Um corpo é trazido para
proximo da Terra; como sabe ela a distancia para aplicar a forca correta? Nao sabe. O
planeta é inerte; nao pode saber. Antes, o ambiente préximo é de tal forma diferente que
o movimento de um corpo livre ali é acelerado. Fosse o lugar absolutamente vazio—mnada
mesmo—nao teria propriedade para ser diferente. A métrica é diferente junto a matéria.

Curvar a métrica envolve muita energia. E aquela colocada no sistema quando se
levanta um corpo.

Um raio de luz—que é de fato uma frente de onda—ao passar junto a um astro evolui
mais lentamente na regido mais préxima, e percorre trajetéria curva; a luz é atraida. A
velocidade é 300.000 km /s em todos os lugares, localmente, mas as coisas acontecem mais
lentamente embaixo junto ao astro.

Uma teoria é um conjunto coerente de idéias. Uma teoria fisica é um tal conjunto
verificado experimentalmente. A coeréncia da Teoria da Relatividade deve ser usada para
educar as mentalidades que nascem neste mundo. Tenhamos confianca na teoria. Pois
somente uma argumentacao pertinente—mas muito pertinente mesmo—podera
apontar-lhe alguma limitacao, e até hoje tal nao existiu e nao ha indicagao de que venha
eventualmente a existir. Sabio é buscar conhecer melhor os argumentos que a sustentam.
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01/16 Inércia da energia.

Os corpos apresentam inércia.

E a propriedade de reagir a uma tentativa de alteracao do estado de movimento.

Um navio possui grande inércia; uma mosca possui pequena inércia.

A grandeza que quantifica a inércia de um corpo é a massa (inercial).

Grandezas sao as quantidades que variam, ou podem variar. Uma grandeza fisica é
definida pelo procedimento utilizado para medi-la.

A massa (inercial) de um corpo é medida numa interagdo com outro corpo considerado
como possuindo massa unitaria. Longe de outros corpos—ou seja, num lugar distante dos
planetas—coloca-se os dois corpos préximos, em repouso: o corpo que se deseja ter a
massa medida, e o corpo padrao considerado como possuidor da massa unitaria. Entao,
com auxilio de uma pequena mola, muito ténue, com inércia que pode ser considerada
desprezivel em relacao as do corpo e da unidade, efetua-se uma interacao. O corpo avanca;
a unidade recua. Se o corpo avanca pouco enquanto a unidade recua, é massivo. Tem
tantas unidades de massa quanto seu avanco é menor que o recuo. Se O COrpo avanca
muito, € ligeiro, leve inercialmente. Tem tao pequena fracao de unidade de massa quanto
seu avango ¢ maior que o recuo.

A idéia de um corpo sem inércia é desprovida de nexo.

Pois um corpo de massa nula avancaria a velocidade desmedidamente alta enquanto a
unidade nao recua.

Ou seja, o corpo nao é percebido numa interacao. E ja nao estaria mais aqui.

Ou um tal corpo nunca interagiria, o que é a mesma coisa que nao existir do ponto de
vista fisico.

Entao repetindo, idéia de corpo sem inércia nao é coerente com os fenomenos fisicos
conhecidos.

Energia é coisa fisica, localizada. Nés trabalhamos ou pagamos para ter energia. Esta
num tanque de combustivel, numa mola comprimida, represa, explosivo, num projétil
certeiro, etc..

Energia, como tudo com que se interage fisicamente, tem inércia. A inércia da energia
é muito pequena. Por isso a humanidade viveu muitos séculos sem haver formado nogao
dessa inércia. Foi descoberta no inicio do século XX.

A massa de um joule de energia é 0,000000000000000011265 quilogramas. Dezesseis
zeros depois da virgula.

Duas cargas elétricas de mesmo valor e sinais contrarios sao colocadas juntas.

Aproxima-se uma carga de prova e nao se observa atragao ou repulsao; entende-se que
a carga total ¢ nula.

Entende-se que a regiao ao redor das cargas encontra-se vazia; é o vacuo.

Afastemos entao uma carga da outra. Nao é facil, porque elas se atraem. E necessério
um trabalho externo, esforgo, para afasta-las. E aproxima-se a carga de prova. Ha atragao
(para uma das cargas; repulsao da outra).

Bem... se acontece alguma coisa ao redor das cargas afastadas... existe pois algo ali,
fisico. J& nao é simplesmente vacuo. Se nada fosse, nada aconteceria.
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O que ali existe é chamado de campo elétrico, com propriedades, localizado, e foi criado
ao se haver afastado as cargas.

O campo tem inércia.

A massa das cargas afastadas ¢ maior que a das cargas juntas.

Pois é a massa das duas cargas mais a massa do campo elétrico.

O sistema de cargas afastadas contém energia. Para criar o campo foi fornecida energia;
a massa do campo é a massa da energia recebida.

e =mc? .

Energia igual massa vezes velocidade da luz ao quadrado.

A velocidade da luz é 300.000.000m/s (trezentos milhdes de metros por segundo).
(Oito zeros'.)

A Lua se encontra a pouco mais que trezentos milhces de metros.

A luz vai da Terra a Lua em (pouco mais de) um segundo.

m 1

e el
1
(300.000.000 m/s) (300.000.000 m /s)

1
90000000000000000 m?  (dezesseis zeros)

= 0,000000000000000011s*/m?  (dezesseis zeros).

Multiplique-se numerador e denominador por um quilograma,

= 0,000000000000000011 ———
kg (m?*/s?)

0,000000000000000011 kg /joule .

m kg
e

A densidade de massa da energia é 0,000000000000000011 quilogramas por joule.

Eo significado de e = mc?, a inércia da energia.

E universal.

A energia se apresenta sob diferentes formas—nuclear, elétrica, cinética, quimica,
etc.—mas cada joule tem sempre a massa de 0,000000000000000011 kg (dezesseis zeros
depois da virgula, como ja dito).

Um corpo de um quilograma movendo-se a 1,41 metros por segundo possui energia
cinética de um joule.

1 2

energia cinética = 5 MV

1
= 3 lkg . 1,41m/s.1,41m/s

= 1kg.m?/s> = 1joule.

!De fato, a rigor, a velocidade é 299.792.458 m/s. Veja-se a secio 03/16 & pagina 9.
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A energia cinética estd no corpo.
E localizada, como qualquer forma de energia.
Entao a massa é massa do corpo + massa da energia cinética

= 1lkg + 0,000000000000000011 kg

= 1,000000000000000011 kg .

A massa de um corpo que se move é maior que a do corpo em repouso.

Porque ela inclui a massa da energia cinética.

E por isto que a massa aumenta com a velocidade.

E mais, ao tentar acelerar um corpo ja em movimento é preciso acelerar nao s o
corpo, mas também sua energia cinética.

Torna-se cada vez mais dificil acelerar a medida que o corpo adquire mais velocidade.

Deduz-se a formula da massa em funcdo da (massa de repouso e da) velocidade.

A energia cinética, e sua massa, aumentam sem limite a uma velocidade (cada vez
mais préxima de uma velocidade) finita, de 300.000.000 m/s.

Por isso, mnao ¢é possivel mover um corpo a velocidade maior que
300.000.000 m/s; em principio.

A velocidade de qualquer corpo é limitada porque a energia tem inércia. E uma
limitacao fundamental. A velocidade é limitada em principio; nao se trata de dificuldade
tao somente pratica ou técnica, mas uma manifestagao da inércia universal da energia.

A idéia de corpo movendo-se a velocidade maior que 300.000.000m/s é incoerente
porque supoe que a energia teria massa menor do que efetivamente e universalmente
apresenta, ou até mesmo, que teria massa nula.

02/16 Limitada.

A quantidade de movimento?, de um corpo em movimento, ¢ massa m vezes
velocidade v,
muv

Empurrar é transferir quantidade de movimento.
delta (mv)

A taxa de transferéncia é a quantidade transferida por unidade de tempo, ol ?
elta

chamda for¢a (delta é um pequeno intervalo).
Em velocidades muito menores que 299.792.458 m/s a massa varia muito pouco (porque
a energia cinética tem massa muito pequena) e nesse caso
delta (mv) delta v

~ m = massa . aceleracao .
deltat deltat

Um corpo parado tem quantidade de movimento nula. FEm movimento tem quantidade
de movimento mu.

Se o acelerarmos até uma velocidade maior V', a quantidade de movimento torna-se
mV (a massa varia muito pouco; a velocidade é maior).

2Costuma-se denota-la com a letra p.
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Se o aceleramos até velocidade maior ainda, torna-se mv

Mais ainda, torna-se m

Pois bem, quando a velocidade é tao grande, maior ainda, comparavel a
300.000.000/,m/s, a energia cinética é tao grande que sua massa passa a ser comparavel
a do préprio corpo. E a quantidade de movimento é

com massa um pouco aumentada.

Ao se empurrar o corpo, ja nessa alta velocidade, a velocidade aumenta, e a massa

MV

E se continuamos a empurrar, a velocidade sempre aumenta, mas aumenta cada vez

também aumenta,

menos, porque a massa € cada vez maior; a massa aumenta,

ﬁ‘

A massa torna-se preponderantemente massa da energia cinética, até maior, ou muito
maior, que a do préprio corpo.
Com a massa grande a aceleragao é pequena.

E se ainda continuamos, e continuamos, a empurrar... a velocidade sempre aumenta,
mas aumenta cada vez menos, sempre inferior a 300.000.000 m /s,
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quase 300.000.000m/s .

Ao empurrar, em baixas velocidades a velocidade aumenta e a massa aumenta muito
pouco; em velocidades comparaveis a 300.000.000 m/s a massa aumenta e a velocidade
aumenta muito pouco.

Por mais que se transfira quantidade de movimento a velocidade é limitada.

Acelerar um corpo em velocidades préximas a 300.000 km /s é empurrar mais material
praticamente a mesma velocidade.

03/16 Exatamente.

Um lampejo de luz é um ente fisico que se desloca a velocidade méxima, em principio, da
natureza.

Dizemos habitualmente que tal velocidade é 300.000.000 m/s mas trata-se de fato de
um arredondamento tao somente para facilitar a linguagem.

A velocidade da luz é, exatamente, 299.792.458 m /s .

E uma constante da natureza. Universal.

Por que tem esse valor? Nao se tem explicacao. A natureza é assim.

O mesmo ocorre com outras constantes fundamentais, por exemplo, a constante da
gravitagao. Um quilograma atrai outro quilograma a um metro de distancia com a forga de
0,0000000000667 newtons (dez zeros apds a virgula). Para tal valor, ndo se tem explicacao.

A velocidade da luz é tao fundamental que o metro passou a ser definido por intermédio
dela—oficialmente.

Um metro é a distancia que a luz percorre em 1/299.792.458 de segundo.

E por isto que o valor da velocidade da luz é exato.
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04/16 m(v).

Vai af a deducao da dependéncia da massa com a velocidade, a partir da inércia da energia.
Nao importa se nao se acompanha detalhes.

Ao acelerar, a variacao da massa é a massa da energia cinética acrescentada,

1
dm = gdecinética

(d significa diferencial, ou infinitésimo, variacao infinitesimal; ¢ é a velocidade da luz;
1/c* é a densidade de massa da energia).

(Lembrando, 1/¢* ¢ 0,000000000000000011 quilogramas por joule, a massa pequenina
da unidade de energia.)

A energia acrescentada é o trabalho realizado?, forca vezes deslocamento,

dm = E d(mo) ds
ds 2 dt
— ¢ a velocidade,
dt 1
dm = g(dmv—l—mdv)v
Desenvolve-se o diferencial do produto,
1
= g(vgdm+mvdv)
(2 — v dm = muvdv

Passa-se tudo que tem m para um lado da equacao; tudo o que tem v para o outro. E
integra-se os infinitésimos. Quando a velocidade varia de zero até v a massa varia desde
a massa de repouso my até a massa m (& velocidade v),

/m dm /U v dv
mo T Zero 02 — ’U2

Sao integragoes estabelecidas.

m v

(Inm) ——[In(® — v?)]

mo Zero

Inm — Inmg = — {ln(c2 — %) — In 02}

N = N

= ; {ln A — In(c* — U2>}

3 O conceito de energia tem origem na deducdo da descricio do movimento de um corpo sujeito a
uma forga dependente da posicao, %(F). Desde que ¢é funcao da posicao, multiplica-se pelo diferencial dr,

d(mv)
dt
e integra-se desde mo até m e desde ¥y até ¥. (Em tempo. Se se admite massa invaridvel a primeira
integral é nula.) Assim sendo—e desde que a integragdo ndo dependa do caminho—pode-se atribuir a
cada posi¢ao um valor, a energia (no caso, a energia cinética), com dimensdo massa vezes velocidade ao
quadrado, sendo que a diferenca energia cinética final menos energia cinética inicial ¢ a referida integral
ao longo do caminho frfo Z—’z (7 .dr, a que damos o nome de trabalho.
A nota de rodapé 7 a pagina 24 volta a se referir a esta integral (soma de duas integrais).

AP = dm U0+ mdv.T = vidm + m . dv,
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m 1 c?

In— = In
mo 2 ¢

Y
—_= n .
02 _ U2

Se os logaritmos sao iguais os argumentos sao iguais,

m c
mo c? — 2
1
Y
2
1
m = .My
02
-
c

Com o corpo parado m = my .

Com velocidade quase igual a da luz o denominador é quase nulo e a massa é muito
maior que a massa de repouso.

Cresce sem limite quando v se aproxima de ¢. Massa grande ¢é sinonimo de dificuldade
para acelerar.

05/16 Outra dedugao, equivalente.

de = —d
e o ds
cdm = dpv
2 [ P
c / mdm = pdp
mo Zero
1 1
2 2 2y _ L 209
¢35 (m — m0> 5™
1
m = 5 .My
L
2

06/16 Ideia da velocidade limite.

Tratdavamos a respeito de existir neste mundo uma velocidade limite, trezentos mil quilo-
metros por segundo (ou trezentos milhdes de metros por segundo), porque a energia tem
inércia e a energia de um corpo em movimento aumenta de modo que em altas velocidades
se torna cada vez mais dificil acelerar.
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A Lua tem o tamanho do Brasil.

Ela esta no céu a uma distancia cem vezes o seu tamanho.

Por isso a Lua se nos mostra como uma moeda de um centimetro colocada a um metro
de distancia.

Dissemos que a Lua, do tamanho do Brasil, esta longe cem vezes seu tamanho, para
formar uma idéia da velocidade limite de um corpo. A distancia é aproximadamente (ou
melhor dizendo, é comparavel a) trezentos mil quilometros, de modo que a tal velocidade
é, de uma maneira simplificada, ir da Terra a Lua em um segundo.

A Lua dista da Terra trezentos e oitenta e quatro mil quilometros. A distancia de um
extremo a outro do Brasil é aproximadamente trés mil e oitocentos quilometros.

O presidente Nixon falou aos astronautas Neil Armstrong e Edwin Aldrin na Lua
—Vocés realizam um feito para toda a humanidade!... e um segundo para o sinal chegar
até 1a... e mais um segundo para vir a resposta até aqui... (Os sinais de comunicagao,
e a luz, se propagam com a velocidade limite.) .

Quando astronautas viajarem para mais longe a comunicacao demorara mais tempo.

P.S.: Apenas para aproveitar a oportunidade, e apenas como curiosidade (ja que o que
segue nao serve ao entendimento da velocidade limite) mencionemos que o Sol, ele também,
estd longe cem vezes o seu tamanho.

Por isso, ele também, aparece no céu como uma moeda de um centimetro a um metro
de distancia. (Tem o mesmo tamanho aparente da Lua.)

Mas ele estda muito mais longe.

E ele é muito maior.

O Sol é tao grande que, imaginando fosse trazido aqui para perto, nao caberia entre a
Terra e a Lua. Ele é quase quatro vezes maior que nossa distancia a Lua. O diametro do
Sol é um milhao e trezentos mil quilometros.

A luz demora mais de quatro segundos para percorrer um comprimento igual ao
diametro do Sol.

07/16 Ladrilhos e moluscos.

O espaco encontra-se preenchido por um campo, a métrica, e ele pervaga o universo; esta
em toda parte. Nao se trata de universo oco, puro vacuo, nada entre os corpos, mas de
algo concreto.

E preciso conversar e refletir, até que se se dé conta da pertinéncia de tal conceito a
partir dos fenomenos.

Uma conversa cientifica ilustra a natureza das coisas, particularmente em se tratando
de coisa universal.

Tal conversa é maior que a explicagao da inércia da energia, e exige mais atencao.

Junto a matéria a métrica é curva. A gravitagao é descrita por equagoes que relacionam
(localmente) a curvatura da métrica a densidade de matéria. Sao as equacdes de Finstein.

Cair é evoluir livremente numa regiao onde o conjunto dos acontecimentos é curvo?.

Um conjunto de acontecimentos—em lugares e instantes diversos—possui em cada
lugar e instante uma métrica.

4Com a observacdo da nota de rodapé 5 & pagina 14.



07/16 Ladrilhos e moluscos 13

Curvar amétrica é dificil, requer energia. E o trabalho que se realiza ao levantar um corpo.

Além das explicagoes que podem ser interessantes se feitas ao estilo de uma conversa
(esta, que é interrompida ao se tornar enfadonha) ha citagoes, frases, que se tornaram
classicas, por haverem se mostrado coerentes, consistentes com os fatos. Sao mencoes
preciosas, que vale a pena conhecer.

O plano da orbita da Terra ao redor do Sol chama-se ecliptica. O Sol esta na ecliptica.

Se se tentar recobrir a ecliptica com ladrilhos quadrados, é impossivel em principio.

Porque os ladrilhos colocados préximos ao Sol sao mais curtos na direcao do Sol—
mantém o mesmo comprimento na direcao perpendicular ao Sol—e nao se encaixam.

Bem. .., se se levar a régua la, localmente o ladrilho continua quadrado, mas a régua
encurta, e volta ao comprimento, conforme é colocada na direcao do Sol, ou na direcao
perpendicular (do mesmo modo os lados do ladrilho).

A ecliptica é um plano. Uma superficie que passa a distancia muito grande do Sol
também pode ser um plano, conforme critérios que estabelecem de maneira tnica (que a
superficie é um plano; que no caso tem curvatura nula). Mas superficie vizinha ao Sol
nao tem critério para ser um plano. Em outras palavras, ndo existe (ndo ha possibilidade
de que) superficie préxima ao astro tenha curvatura nula. Se se tragam véarias superficies
que sejam equidistantes ao longe, perto do Sol ja nao serao equidistantes. Cabem mais
metros entre elas.

Uma grande esfera tem maior volume se se traz o Sol para dentro.

Sao manifestacoes da curvatura da métrica, junto aos corpos.

A situacao é completamente andloga, ainda que nao sendo a mesma, a se tentar recobrir
uma depressao de terreno com ladrilhos quadrados. E tentar eleger um sistema cartesiano
de coordenadas (coordenadas retas e ortogonais) numa superficie curva. E impossivel.

Ainda, mais um fato fundamental acontece perto do Sol (ou da Terra, ou perto de
qualquer corpo): relégios evoluem morosamente.

O problema da geometria analitica—geometria descrita por nimeros— em superficies
curvas foi resolvido no século XIX, por homens inteligentes e muito dedicados. Trata-se de
descrever numericamente caminhos nessas superficies e calcular quantidades, por exemplo,
a distancia de um ponto a outro ao longo do caminho.

E chega-se a um aspecto fundamental; desde que nao é possivel eleger um sistema
de coordenadas que torne os calculos particularmente mais simples, entao o processo de
calculo deve ser estabelecido de modo independente da escolha do sistema de coordenadas.

Este é o Principio da Relatividade. Ele—o principio da relatividade—ja consta na
Mecanica Cldssica, que estabelece que as mesmas leis de forca valem para todos os
referenciais em movimento uniforme relativo. A Mecanica Moderna estabelece que também
as leis do Eletromagnetismo, e todas as leis fisicas, valem para referenciais em movimento
uniforme relativo (Relatividade Especial); e mais ainda, valem para todos os referenciais,
sejam acelerados ou nao (Principio Geral da Relatividade).

Em outras palavras, qualquer sistema de coordenadas—que possa ser atribuido ao
espago em questao (nem todos podem; por exemplo, um sistema cartesiano nao é atribuivel
a uma regiao curva)—¢é (em principio) igualmente bom para se calcular.

Tal é coerente com o fato de que os sistemas de coordenadas nao existem. Sao escolhas,
arbitrarias.
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Os corpos existem. A métrica existe. As coordenadas sao apenas convengoes de
atribuicdo de nimeros aos lugares e instantes, com os quais se calcula. As coordenadas
sao necessarias, para que haja nimeros, mas sao arbitrarias. Estao nos pensamentos de
quem calcula.

Fosse tudo chato, os metros iguais em todos os lugares, e todos os relégios com a
mesma cadéncia, entao se utilizaria sistema cartesiano. Mas nao é; tanto que nem mesmo
é possivel estabelecer um sistema cartesiano nas regioes em que as réguas ficam curtas,
e/ou relégios idénticos evoluem com cadéncias diversas.

Qualquer sistema de coordenadas possivel é igualmente bom (colocadas a parte dificulda-
des algébricas de sistemas desnecessariamente rebuscados). Por isso se falou em moluscos de
referéncia, ou seja, um sistema qualquer, curvo, em geral ndo ortogonal, e dependente do tempo.

Ao se escolher um sistema de coordenadas arbitrario havera um conjunto de fatores—
dependentes da posicao e do tempo—a serem multiplicados pelas coordenadas para se ter
os resultados das medidas efetuadas por réguas e relégios locais.

Hd algo mais entre o céu e a Terra do que sugere nossa va filosofia. . . (parafraseando Shakespeare).

Continuemos a tratar da métrica.

08/16 A lei da gravidade.

A lei da gravidade até o inicio do século passado era Matéria atrai matéria na propor¢ao
de suas massas e na propor¢ao inversa do quadrado da distancia.

Mas. .. ao trazer um corpo até perto da Terra, como fica o planeta sabendo que deve atrair?

Afinal de contas, se a atracao depende da distancia, o planeta necessita saber a
distancia para aplicar a forca conforme a lei. . .

Essa lei nao é de fato fundamental. Nao é a lei da gravidade. O planeta nao sabe; ele
é inerte, e nao ha como saber.

Trata-se de conseqiiéncia, ou um teorema, a partir de lei mais fundamental, mencionada a seguir.

Na verdade, o lugar para o qual o corpo é trazido é de algum modo diferente dos
outros tal que ali a aceleracao tem um valor determinado.

Bem. .. se é diferente, entao ali existe alguma coisa. Nao é absolutamente nada. Pois
se nada fosse—mnada mesmo—mnao teria propriedade para ser diferente.

O que existe em cada lugar é a métrica. Universal.

O lugar, e mais ainda, o lugar ao longo do tempo, onde um corpo é colocado préximo
a um astro, é curvo. Ou em outras palavras, a métrica ai é curva. (Comprimentos de
corpos—na direcao do astro—sao menores proximos ao astro, e relégios evoluem mais
lentamente se colocados préximos do astro.)

E as trajetérias de corpos abandonados a evoluir livremente em regiao curva sao em
geral curvas e aceleradas (algumas sdo retas; mas aceleradas). Eventualmente a drbita
intercepta o planeta, e ocorre colisao.

Cair é evoluir livremente numa regiao onde o conjunto dos acontecimentos é curvo®.

Em particular, a evolucao mais lenta de relégios junto aos corpos contribui para que
as trajetérias sejam aceleradas.

°E também, onde o conjunto ndo tem curvatura (chato) mas as coordenadas sio escolhidas de modo
que o movimento livre é acelerado. Tal aspecto serd discutido na segdo 11/16, pagina 20.
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O 1ltimo exemplo que serd apresentado (& pégina 24) trata de um raio de luz que
passa proximo a um astro. Sendo ele (um conjunto de) frente(s) de onda, a parte da
frente mais préxima ao astro evolui mais lentamente, e a direcao de propagacao muda em
diregdo ao astro. A luz é atraida (queda da luz).

Um acontecimento elementar possui quatro coordenadas, trés de posicao e uma de
tempo. O mundo possui trés dimensoes de posi¢ao (nao existe explica¢ao para este niimero
trés). Um conjunto continuo de posigdes e instantes é um espago de acontecimentos, com
quatro coordenadas.

O conjunto de todos os acontecimentos é chamado espago-tempo.

(Nao confundir a curvatura do conjunto dos acontecimentos com a curvatura da
superficie do planeta. Nada tem uma coisa a ver com a outra.)

Os matematicos que elaboraram os calculos geométricos em superficies curvas definiram
o conceito de curvatura (em cada ponto) para superficies (com duas dimensoes) e para
espagos com nimero qualquer de dimensdes. A curvatura possui diregdo (o espago pode
ser mais curvo numa diregao que em outra) e ainda outras qualidades, e em geral varia
com o tempo e de um lugar para outro.

Ela é definida a partir de caracteristicas do proprio espaco. Uma formiga por exemplo,
sobre o globo terrestre de uma sala de aula, sem consciéncia de que anda sobre superficie
com curvatura, sai de Quito no Equador, caminha até o Gabao na Africa, vira noventa
graus a esquerda, caminha até o polo, vira a segunda vez noventa graus a esquerda, e
caminha, e chega de volta a Quito. Conclui que a superficie é curva.

(Fosse chata ela nao teria voltado a Quito.)

E nos igualmente, a partir do conhecimento da diminuicao dos comprimentos de réguas
e da morosidade dos relégios a medida que sao aproximados do planeta, calculamos a
curvatura do conjunto dos acontecimentos em cada lugar em cada instante.

A matéria curva o conjunto, ou espaco, dos acontecimentos. Longe muito longe o
espago deles (quadridimensional) tem curvatura nula; é chato.

A evolucao das coordenadas de posicao de um corpo pode ser nula, qual seja, é o
caso do corpo parado. Mas a evolugao no tempo de qualquer corpo nunca é nula. (A
proposito, admite-se apenas sistemas de coordenadas nao-singulares; nao se admite por
exemplo escolha de coordenada de tempo com valor constante durante um periodo de
evolugao.)

A evolucao de um corpo livre numa regiao chata é uma reta no conjunto dos aconte-
cimentos (nunca é um ponto porque pelo menos a coordenada tempo muda). Mas em
regido curva nao existe reta. A formiga sobre o globo (é um espaco de duas coordenadas
de posi¢ao), por exemplo, ao caminhar sempre adiante realiza um circulo maximo, que é a
linha que mais se aproxima da reta do espaco chato. Tais curvas sao chamadas geodésicas.
Por exemplo, o voo Buenos Aires - Sydney passa proximo ao Polo Sul. Tal caminho ¢
mais curto que se se mantiver latitude constante. Uma geodésica é o caminho mais curto
entre dois elementos do espaco.

A evolugao de um corpo livre numa regiao curva é uma geodésica no espaco dos
acontecimentos. Tal evolucao eventualmente aproxima os corpos. Ou os mantém em
orbitas elipticas, ou hiperbélicas.

A evolucao geodésica é a mais natural conceitualmente, e é aquela observada. Por
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exemplo, se numa regiao de acontecimentos curva a evolucao fosse outra, no limite para
a regiao chata o corpo livre nao efetuaria movimento uniforme, ou entao algum elemento
particular existiria em regiao curva mas seria anulado em regiao chata. Tais hipoteses
sao bastante artificiais e nao observadas. Repetindo; a evolucao de um corpo livre numa
regiao de qualquer curvatura é descrita por uma geodésica.

As érbitas independem da natureza de cada corpo. Todos os corpos evoluem conforme
as mesmas geodésicas. Assim, todos os corpos caem com a mesma aceleracao.

A atracao universal é pois manifestacao do encurtamento das réguas e atraso dos
relogios proximos dos corpos. O encurtamento e o atraso sao muito pequenos—matema-
ticamente a curvatura é muito pequena—mas a manifestacao é contundente. A aceleracao
em queda livre junto a Terra é dez metros por segundo em cada segundo. E aceleragao
muito grande. Ninguém—mnem os animais—poe o pé fora de uma ribanceira; cai mesmo!

Menciono a caracteristica matematica da descricao que reproduz nos calculos um efeito
tao contundente para uma curvatura tao pequena: na lei a coordenada de tempo aparece
multiplicada por uma constante universal com dimensao de velocidade—tal que o produto
tem a mesma dimensao de comprimento como as outras trés coordenadas. A velocidade
universal é 300.000.000 m/s, limite no universo. O tempo estd assim, em todos os célculos,
multiplicado por uma constante muito grande. A curvatura junto ao planeta é pequena,
mas em um segundo desloca-se 300.000.000 metros sobre tal superficie (no conjunto dos
acontecimentos; nao confundir com ‘superficie do planeta’), e ai comega-se a perceber.
E mais facil perceber a curvatura de uma superficie quando se anda bastante sobre a
superficie curva.

A lei da gravidade é a relacao entre a curvatura dos acontecimentos em cada lugar em
cada instante com a matéria que ali existe.

Em outras palavras, ela expressa ultimamente quao curtas se tornam as réguas (na
dire¢@o do astro) e quanto os relégios se atrasam quando aproximados da matéria.

O que enche o universo é algo que relaciona os comprimentos das réguas e as cadéncias
dos relogios em diferentes lugares e instantes. E um ente fisico concreto, chamado métrica.
Nos apenas expressamos as relagoes entre os comprimentos e entre as cadéncias, mas isso
é fundamental, porque as relacoes sao definidas, verificaveis.

Nada que
pudesse ser de
gravidade..,
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09/16 Campo.

e O universo é preenchido pela métrica, que relaciona os comprimentos das réguas e as
cadéncias dos relégios em diferentes lugares e instantes. Nos expressamos matematica-
mente essas relagoes.

Para expressar é necessario eleger um sistema de coordenadas, que pode ser qualquer
(atribuivel ao conjunto em questdao; um sistema cartesiano por exemplo nao é atribuivel
a um conjunto curvo). Expressamos por intermédio de uma constru¢do matematica da
métrica—definida em cada lugar em cada instante (trata-se de expressar matematicamente
um campo).

Campo é o ente fisico definido em cada lugar em cada instante. A métrica é um
campo que pervaga o universo, que relaciona os comprimentos das réguas e a cadéncia
dos relogios em diferentes lugares e instantes e, em sua expressao matematica, com as
coordenadas escolhidas.

Escolhidas as coordenadas, a métrica expressa os comprimentos das réguas (os tama-
nhos dos corpos portanto) e as cadéncias dos relégios naquele sistema de coordenadas.

Um campo é representado matematicamente por uma funcao da posicao e do tempo.
Com o campo métrica se calcula o campo curvatura (da métrica), a aceleragao de queda
livre em cada ponto, e outras grandezas.

A lei fundamental, universal da gravidade, relaciona curvatura da métrica e matéria;
em cada ponto, ou seja, em cada lugar em cada instante.

Recordando, a queda é a evolugao livre numa regiao onde a métrica é curva; ou, o
conjunto das posicoes e instantes naquela regiao é curvo (com a observagao da nota de
rodapé 5, pagina 14).

Nao se empurra a métrica, quer-se dizer, nao se troca quantidade de movimento com
ela. Nao tem massa pois nao é localizada; antes, esta em toda parte do universo inteiro,
e é responsavel pelo fato de que o sistema de referéncia aqui inercial (aquele em que um
corpo abandonado sem gravidade prossegue em movimento retilineo uniforme) é o que
vislumbra as galaxias distantes paradas. Na vigéncia da lei universal da gravitacao, a
métrica é continua daqui até as galaxias, quase chata porque ha pouca matéria.

Uma curvatura da métrica por outro lado é localizada, e encerra muita energia.
Aumenta-se a curvatura integrada quando se afasta um pedaco de matéria de outro;
ao levantar um corpo. E dificil levantar um corpo massivo. Pesado!

Se se quiser separar muita matéria, por exemplo afastar uma metade do planeta da
outra, é tao dificil que se torna impossivel praticamente. Contudo, é possivel em principio.

e Os corpos também sao campos, sendo que seus componentes elementares sao campos
de alguns poucos tipos.

S6 existem campos (entes extensos, dependentes da posigao e do tempo, com proprie-
dades caracteristicas).

Todos os entes fisicos sao campos: as partes elementares dos corpos, e a métrica.

Nao existe ente fisico que ndo seja campo (por exemplo— imaginando—um ente
material puntual, sem extensao, ou um ente que fosse um arcabouco rigido tal que movido



18 Inércia da energia, Gravitacao, Relatividade

numa extremidade se movesse instantaneamente em toda a extensao. .. ).

Desde que todos os entes sao campos, todas as leis fisicas fundamentais sao leis sobre
campos.

e Se a métrica for constante (em alguma regiao em alguma época) tem-se a impressao de
que para descrever o mundo precisamos colocar réguas e relogios num espaco que existe.
Mas o mundo nao é assim. A métrica em geral muda, ao longo do tempo e do espaco.
Em primeiro lugar, os enunciados sobre a natureza devem ser expressos de maneira
independente da escolha do sistema de coordenadas, pois estas nao existem na natureza;
estao apenas em nossa descricao algébrica, que é invencao intelectual.

E, como dito, descrevemos os comprimentos e cadéncias por meio de uma grandeza—a
métrica—com valor dado para cada conjunto de valores de coordenadas (em cada ponto
do espago-tempo).

Em segundo lugar, no caso de métrica dependente da posigao e/ou do tempo nao é em
geral possivel eleger um sistema de coordenadas a partir de arcabougos de réguas (ainda
que imaginados) e/ou relégios locais.

Nao se falou em espaco ou tempo independentes dos corpos. Falou-se de comprimentos,
cadéncias, coordenadas de espaco atribuidas, coordenada de tempo atribuida.

Os corpos nao ’estao no espago’, mas antes, sao extensos. E sua extensao se continua
com uma métrica que também é extensa, alterada por eles, e que preenche o universo.

Bem, em seguida apresento uma ponderacao classica que perdura ja ha muitos anos
na vigéncia deste conhecimento sobre a gravitagao (ao final do texto estarao as referéncias
bibliograficas):

0 espacgo-tempo nao é necessariamente algo a que se pode atribuir uma
existéncia separada, independentemente dos objetos reais da realidade fisica.
Os objetos fisicos nao estao 'no espago’, mas estes objetos sao espacialmente
extensos. Desta maneira o conceito de ’espaco vazio’ perde seu significado.

... Para ser capaz de descrever de algum modo o que preenche o espaco ...
o espaco-tempo deve ser pensado como certamente existindo, pois de outro
modo a descri¢ao do que preenche o espa¢o nao teria sentido.

espago como oposto ao que preenche o espago... nao tem existéncia
separada. Se nds imaginamos... a métrica ser removida resta, nao um
espaco,. .. mas absolutamente nada... Nao existe tal coisa como um ‘espaco

vazio’, isto é, um espaco sem campo. O espago-tempo nao reivindica existéncia
por si préprio, mas é apenas uma qualidade estrutural do campo.

... hao existe ‘espacgo vazio de campo’.

Assim entendo, nao hé que se pensar em ‘espaco preenchido’ mas sim em matéria
e métrica.
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10/16 Paisagem.

e J4 foi tratada a ideia de um campo—¢é a métrica—que pervaga o universo, e de que
sua extensao, e assim como as extensoes dos corpos, é uma propriedade dos entes fisicos
(quais sejam, a métrica e 0s corpos).

E mencionou-se que os corpos também sao campos, sendo que seus componentes
elementares sdo campos de alguns poucos tipos. Sé existem campos (entes extensos,
dependentes da posi¢ao e do tempo, com propriedades caracteristicas).

H& por outro lado mais alguma coisa interessante mas é ja puro assunto de Fisica,
sem um contetudo filoséfico tao direto quanto aquele de apresentacao de um ente fisico
que pervaga o universo. Deve ser uma conversa sobre fenomenos gravitacionais, que
possivelmente vird ilustrar a necessidade do conceito de métrica, ja apresentado.

e Do topo de um edificio apreciamos a paisagem. Um rapaz galga a amurada e se lanca
em queda.

Ele constata que seu referencial é inercial: corpos lancados prosseguem em movimento
retilineo uniforme. Nao ha gravidade.

Nos por outro lado sabemos que nosso referencial nao ¢é inercial. Corpos lancados
descrevem curvas, e eventualmente colidem com o piso. Ha gravidade. O peso, ou forca
gravitacional, acelera os corpos livres.

Ao olharmos o asfalto abaixo, ele nao cai para dentro do chao, assim como o edificio
e a cidade inteira, porque o terreno subjacente empurra de baixo para cima (no sentido
da base para o topo do edificio) compensando o peso.

O rapaz ve o asfalto, assim como o edificio e a cidade inteira, acelerar no sentido da
base para o topo do edificio a dez metros por segundo, a cada segundo, porque o terreno
subjacente empurra. Temos, antropomorficamente, com um relégio na mao, a tendéncia
de eleger o sistema de referéncia (referencial) com origem em nés mesmos, e esquadrinhar
o espago com réguas colocadas uma apés outra (até onde seja possivel; se se avangar
muito torna-se impossivel). O rapaz faz assim para si do mesmo modo que fazemos nds
no edificio.

Vejamos um outro exemplo e depois voltaremos ao exemplo do rapaz em queda. Tomo
de réguas e relogios e elejo meu referencial. Entdao um amigo toma das mesmas réguas
e relégios, parte numa astronave e elege seu referencial com o mesmo procedimento. As
coordenadas dele sao diferentes das minhas. Um evento descrito num referencial—por
exemplo, um pernilongo pousa em meu tornozelo, na origem em minhas coordenadas
as nove horas e vinte e sete minutos—tem valores de coordenadas diferentes num outro
referencial. Obtém-se algebricamente os valores num referencial a partir dos valores em
outro referencial por intermédio de uma transformacao de coordenadas.

Cada coordenada no novo referencial depende em geral de todas as coordenadas do
referencial primitivo.

Os dois referenciais sao igualmente adequados em principio para a descri¢ao da natureza.

Podemos usar nossas coordenadas, ou as do amigo, indiferentemente.

Entao, mudar de referencial é apenas transformar as coordenadas. Sao sinénimos;
duas expressoes para a mesma coisa.

Nao é preciso voar na astronave para usar as coordenadas que o amigo atribuiu,
eventualmente com um procedimento teatral igual ao nosso (enfileirar réguas; colocar
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rel6gios nas extremidades das réguas).

Para usar um novo conjunto de coordenadas basta efetuar a transformacao algébrica;
nao é preciso por exemplo lancar-se do edificio.

Mas calculos com um conjunto de coordenadas ou outro resultam nos mesmos valores
para as grandezas fisicas, ou em valores diferentes porém consistentes com a mudanca de
coordenadas, descrevendo inequivocamente o(s) mesmo(s) fendmeno(s).

As leis da natureza devem ser expressas de modo independente da escolha das coorde-
nadas, pois estas sao apenas convenc¢ao para a descricao numérica dos fendomenos.

Mais do que poderem ser expressas de modo independente, elas devem ser expressas de
modo independente—Principio Geral da Relatividade—pois perto dos corpos o conjunto
dos acontecimentos é curvo e nao ha em geral indicacdo (uma eventual motivagao de
simplicidade) para escolha privilegiada de coordenadas em preferéncia a outras®.

No topo do edificio nosso referencial nao é inercial. Mas, descrevamos o mundo com
outras coordenadas. Em geral a descricao é detalhada, qualquer. Mas por exemplo,
com aquelas (atribuidas antropomorficamente) do rapaz em queda os corpos lancados
prosseguem em movimento retilineo uniforme; a descrigao ¢ simples.

O campo gravitacional de um planeta nao pode ser globalmente anulado. E possivel
localmente, como foi feito junto ao edificio, mas em outras regioes aquela transformacao
nao anula o campo; em particular por exemplo, aquelas coordenadas criadas pelo rapaz,
se extendidas, iriam duplicar a gravidade no lado oposto do planeta. E em todo o universo
faz aparecer um campo gravitacional constante.

Um astronauta, ao ligar o motor de seu foguete, se escolhe um sistema com origem
em si proprio e coordenadas definidas por réguas e relégios, julga que o universo inteiro
cai em direcao e sentido paralelo ao sentido nariz-cauda do foguete, e que ele mesmo nao
cal porque o motor estd ligado. Ao desligar o motor o campo desaparece; o universo
eventualmente prossegue em movimento retilineo uniforme.

E assim, estivemos exemplificando a frase notavel, Cria-se um campo gravitacional
com uma mera mudanga de coordenadas (A. Einstein).

Adiante se tratara sobre queda.

11/16 Nula.

Procurar-se-a aqui ilustrar que um corpo livre é acelerado em dire¢ao a regiao onde os
relogios evoluem mais lentamente. Nesta secao temos um exemplo, e na secao seguinte
outro exemplo e um terceiro exemplo, de queda da luz.

Um corpo livre evolui conforme uma linha geodésica do espago dos acontecimentos.
Qualquer eventual tentativa de descrever o movimento de um corpo livre fora de geodésica
seria rebuscada e artificial. Mas certamente o argumento fundamental é que os movimentos
observados (queda) sao de fato descritos pelas geodésicas.

O mundo pode ser representado numericamente (ou algebricamente) e geometricamente
(ou pictoricamente). Na representacdo numérica elege-se um sistema de coordenadas,
e calcula-se. Nao ha figuras. Na representacao geométrica desenha-se o mundo; nao

6As leis da natureza (por exemplo do Eletromagnetismo, ou da Gravitacdo) sdo enunciadas por
intermédio de entes matematicos—denominados tensores—cujas regras de transformagao de um sistema
de coordenadas a outro sdo definidas antes e independentes das préprias leis. Ademais, essas regras (de
transformacao) sao locais, ou seja, dependentes em geral das préprias coordenadas.
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ha numeros. A representacao numérica permite precisao ilimitada. A representacao
geométrica ¢é ilustrativa, mas se se quiser expressar resultados com precisao demanda
desenhos e ampliagoes enormes, e para isso ¢ entao impraticavel.

Consideramos aqui a situacao aludida na nota 5, pagina 14. Um astronauta, teimoso,
mas perfeitamente razoavel, descreve o mundo com um sistema de coordenadas atrelado
a si préprio. A origem desse seu sistema é ele préprio.

A frente adiante do nariz de seu foguete esta um corpo parado.

Em determinado momento o motor do foguete é ligado. Surge um campo gravitacional
em todo o universo, que entao cai. Os relogios na direcao para a cauda do foguete passam
a evoluir mais lentamente, tanto mais lentamente quanto mais distantes; os relégios na
diregao para o nariz do foguete passam a evoluir mais apressadamente, tanto mais quanto
mais distantes. Ele astronauta nao cai, porque o motor esta ligado; permanece na origem.
O corpo a frente cai, e atinge o foguete.

O grafico horario, geométrico, representa o decorrer do tempo com uma coordenada
de espaco sobre uma superficie. Um movimento unidimensional é assim representado por
uma figura em duas dimensoes, um eixo das posicoes e um eixo dos instantes de tempo.

(Neste exemplo o grafico pode ser desenhado sobre a superficie de uma folha de papel
por exemplo, mas porque o espago-tempo neste caso é chato; tem curvatura nula. Como
depois aparecera—mno exemplo seguinte—no caso nao nulo o grafico horario é desenhado
sobre uma superficie curva.)

Quando tudo estd parado (e longe de corpos) todos os comprimentos de réguas e as
cadéncias sao iguais; a curvatura (do conjunto dos acontecimentos) é nula. Quando se liga
o foguete comprimentos e cadéncias tornam-se diferentes, mas a curvatura continua nula.
Curvatura é intrinsica do espago-tempo, independente das coordenadas. A expressao
numérica da métrica (que descreve comprimentos e cadéncias) muda de um referencial
(coordenadas) para outro—expressa por exemplo que relégios mudaram suas cadéncias—
mas ao se calcular a curvatura com a nova expressao da métrica resulta zero como ja era
nula antes de se mudar de referencial.

Meétrica chata é chata descrita por qualquer sistema de coordenadas.

Meétrica curva tem curvatura nao nula em qualquer sistema de coordenadas.

A

attura

9
Gﬂ
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Uma folha de papel é chata. O grafico de tal movimento unidimensional encontra-se
desenhado sobre uma folha de papel porque o conjunto dos acontecimentos é chato.
Depois, se se quiser, pode-se enrolar o papel, o que mantém a curvatura nula. A superficie
de um cone tem curvatura nula. (E diferente de uma esfera, ou do para-lamas de um
automével, formas que nao podem ser reproduzidos com uma folha de papel.)

Num espaco chato as geodésicas sao retas. A figura mostra corpo e foguete parados
com suas geodésicas paralelas ao eixo do tempo. E o foguete é ligado. Para representar
que os relogios acima do nariz passam entao a evoluir mais rapidamente, o intervalo grafico
correspondente a uma unidade local (intervalo de um segundo local) é desenhado menor,
como mostram os palitos iguais, que representam um segundo do astronauta. Fica deste
modo representado que, a frente do foguete, quando se passa um segundo do astronauta,
se passa la mais de um segundo.

Entao o quadriculado de representacdao torna-se encurvado (ndo confundir com a
curvatura do espago-tempo, nula). Por outro lado o corpo prossegue em sua geodésica
reta. Esta eventualmente cruza o eixo do tempo encurvado (posi¢ao zero onde estd o
foguete) e corpo e foguete colidem.

(O foguete nao prosseguiu na geodésica porque o motor foi ligado.)

Pode-se, se se quiser, ainda que desnecessario, enrolar o papel em forma de cone. E o
que mostram as figuras.

12/16 Curvo.

Perto de um astro, e no interior dele, o conjunto dos acontecimentos, passados aos futuros,
¢ curvo. Réguas e relogios tém comprimentos e cadéncias diferentes em lugares e momentos
diferentes.

Um gréfico horario nao deve necessariamente ser desenhado numa folha de papel—e
no caso aqui nao pode ser; no caso de queda noutro corpo o grafico é desenhado sobre
uma superficie curva, representando assim os diferentes comprimentos e cadéncias.

(Lembremos que o caso do campo gravitacional do exemplo anterior, criado em todo
o universo, chato, nao era de um corpo.)

Um grafico horario representa instantes de tempo ao longo de um eixo de espago. Desde
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que o espago tem apenas trés dimensoes somente um movimento bidimensional pode ter
seu grafico horario desenhado, e isto no caso de espago-tempo chato. Pois quando é curvo,
somente o movimento unidimensional por ter o grafico desenhado, sobre uma superficie,
e a terceira dimensao é utilizada para mostrar a curvatura da superficie.

e Um poco é construido no Brasil, até a China no outro lado da Terra. Abandonamos um
corpo na entrada do pogo (imaginemos que o planeta nao gira). O corpo cai, passa em
maxima velocidade pelo centro da Terra, e alcanca a China onde para e retorna; continua
indo e voltando desta maneira.

O grafico horario—posicao em funcao do tempo—de tal movimento unidimensional é
desenhado sobre uma superficie curva.

A geodésica é obtida com uma fita plastica flexivel, porém inflexivel lateralmente. Ao
partir, no Brasil, ela é paralela ao eixo do tempo (representando o abandono do corpo em
repouso). Ela atinge eventualmente a altura nula do centro da Terra e continuard até a
altura (negativa) da China; dai prossegue em oscilagao.

(Tomei a liberdade de esbogar o préprio po¢o e uma parte do interior da Terra sobre
a dimensao que representa o tempo.)

Nao se deve colocar o pé fora de uma ribanceira quando os relégios abaixo evoluem mais
lentamente. Pode parecer explicacao demasiadamente elaborada para uma situacao tao
perigosa mas de fato os corpos caem porque os relégios abaixo evoluem mais lentamente.

Jupiter e
- suas luas.

A matéria ' 5

altera universalmente

o0 ambiente a seu redor—as coisas
proximas evoluem mais lentamente—
de tal modo que os corpos orbitam

ao invés de prosseguirem em linha reta.
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e O seguinte e ultimo exemplo tem a queda como conseqiiéncia direta da lentidao dos
relogios abaixo. Um lampejo de luz se propaga e ird passar préximo ao Sol. O lampejo
¢ de fato uma frente de onda, com largura perpendicular a direcao de propagacao. Pois
ao atingir os arredores do Sol o lado da frente mais proxima evolui mais lentamente. E a
diregao de propagacao muda. O astro atrai a luz.

A velocidade da luz é 299.792.458 m/s em todos os lugares (localmente).

A relagao entre a curvatura dos acontecimentos em cada lugar em cada instante
(relagao local) e a densidade de matéria naquele local ou nas proximidades é expressa
pelas equagoes de Einstein.

13/16 Precessao de um satélite.

Em torno de uma estrela muito massiva e muito pequena evolui um satélite em 6rbita
fortemente nao circular. Com célculos que desprezem a inércia da energia a dorbita seria
eliptica, com velocidade 300.000km/s no periastro (ponto da 6rbita mais préximo da
estrela).

De fato, ao cair, ele se aproxima da estrela com velocidade menor do que essa’. E
permanece proximo por mais tempo (do que permaneceria se passasse a 300.000 km/s), o
que coloca o periastro em posi¢ao avancada e mais baixa (em comparagdo com o periastro
da elipse). A 6rbita torna-se uma quase-elipse com precessao no mesmo sentido (a menos
de situagoes extremas de energia em que nao haveria semelhanca com elipse).

Nao se trata de um planeta de mesma massa a velocidade elevada no periastro, mas
de fato o sistema contém um planeta mais massivo a velocidade um pouco menor.

A energia é conservada.

Em trajetoria quase-hiperbdlica o desvio é maior que aquele da hipérbole obtida em
calculo sem inércia da energia.

O desvio da luz junto a estrela é o dobro do calculado sem inércia da energia (Mecanica
Cléssica), valor obtido no célculo completo.

As observacoes de precessao e de desvio de imagem sao verificagoes da teoria completa.

14/16 Transformacoes de Lorentz.

Voltamos nesta secao a considerar a velocidade limite do universo 299.792.458 m/s.

Pergunta. Uma pessoa ao se mover com velocidade v em dire¢ao a um lampejo de luz
que se aproxima seria atingida pelo lampejo a velocidade 299.792.458 m/s + v (superando
assim a velocidade limite. .. )?

Resposta. Nao.

Os corpos que se movem sao mais curtos, os relégios que se movem evoluem mais
lentamente, e dois acontecimentos simultaneos para quem se move nao sao simultaneos
para quem observa o amigo em movimento, de tal modo que, no caso, se recebemos o

"Nas duas integrais referidas & nota 3 péagina 10 sendo a velocidade muito préxima a ¢ a segunda
integral é praticamente nula e a transferéncia de energia é praticamente Am c2.
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lampejo a 299.792.458 m/s, a pessoa que se aproxima do lampejo o recebe igualmente a
299.792.458 m/s.

Desde que de fato assim acontece, tratou-se de uma descoberta. Em 1905, por Albert
Einstein.

Suponhamos que nos encontramos numa regiao distante dos astros e possuimos um
conjunto de réguas todas iguais, e um conjunto de relégios todos iguais; com as réguas
construimos um arcabouco cubico e colocamos um relégio em cada angulo do arcabouco,
todos sincronizados por intermédio de sinais de luz. Estabelecemos assim trés eixos x, y
e z ortogonais no espaco e permanecemos parados na origem.

Um amigo, possuidor dos mesmos relogios e réguas, se move na diregao do eixo x
com velocidade v e efetua os mesmos procedimentos de construcao de um arcabouco,
estabelecendo trés eixos 2/, 3’ e 2’ e permanecendo em sua origem (que se move em
relagao a nos).

As relagoes entre coordenadas que o amigo com velocidade v com as mesmas réguas e
rel6gios atribui—aqui denotadas com a linha superscrita (* )—e aquelas que nés atribuimos
(numa regiao com curvatura de acontecimentos nula ou desprezivel) sao

¥ =

onde os eixos ' e x estao na direcdo em que o amigo se move, e os eixos x’, ¥’ e 2’ sao
ortogonais; 3’ e y sao paralelos e 2’ e z paralelos.

Estas sao as transformacoes de Lorentz. Relacionam as coordenadas atribuidas com
réguas e relogios idénticos em dois referenciais em movimento uniforme.

As transformagoes sao tradicionalmente deduzidas a partir da imposigao (algébrica)
da mesma velocidade limite 299.792.458 m/s nos dois referenciais. Veja-se por exemplo
A. Einstein. A invariancia da velocidade limite constitui o Sequndo Principio da Relatividade.

Lembremo-nos que existem apenas campos, entre eles o campo eletromagnético, e o
amigo em movimento verifica, por procedimentos objetivos de medi¢ao, as mesmas leis
que noés verificamos—que no caso do campo eletromanético sao as equacoes de Mazwell
(e verifica igualmente as leis dos demais campos).

Tais transformagoes de coordenadas mantém a forma das leis da natureza quando
escritas num ou noutro conjunto de coordenadas. Os campos mudam, mas as relagoes
entre eles permanece.

A Teoria da Relatividade mantém em primeiro plano as leis da natureza (verificdveis
experimentalmente, expressas de modo independente da escolha do sistema de coor-
denadas).

O conjunto das (quatro) equagoes de Maxwell constitui lei da natureza. A luz, como
perturbagao do campo eletromagnético, propaga-se a velocidade 299.792.458 m/s, o que



26 Inércia da energia, Gravitacao, Relatividade

estd contido nas equacoes de Maxwell. Num conjunto ou noutro de coordenadas a
velocidade de propagacao é a mesma.

e Obtenhamos a transformacao de uma velocidade na diregao x (ou z’) de um para oucgrg)
x

x
conjunto. Um corpo com velocidade v, = " num referencial tem velocidade v), = I
no outro referencial. da!
/ — N
e T
B dr —vdt
B v
c
dx
— =
_ dt
v dx
2 dt
, U=
v, = "
1— F Vg

Se v, = ¢ entao v/, = ¢, independentemente de v.

A Teoria da Relatividade foi criticada como particularizante em face do desempenho
central que atribui a velocidade da luz, mas na natureza a propagacao do campo eletro-
magnético é o fendomeno que acontece com a maior velocidade possivel de se transmitir
um sinal. Nao existe maneira mais rapida.

e O astronauta segura uma vara na diregdo x (ou z’). Vemos o comprimento como
Ax = xy — x1—a diferenca das coordenadas das extremidades da vara no instante t. O
astronauta por sua vez vé o comprimento

Ar =

que é o comprimento de repouso da vara (no caso repouso em relacao ao astronauta).
Vemos a vara mais curta, Az < Az’; os corpos em movimento sdo mais curtos na direcao
do movimento®.

e Também, o astronauta segura um relégio; observamos o intervalo de tempo entre dois
acontecimentos—por exemplo, inicio e fim de uma volta do ponteiro—como At = t, — t;.

8Consistentemente, o campo elétrico de uma carga em movimento retilineo uniforme tem simetria de
um elipséide achatado na direcdo do movimento por um fator (1 —v?/¢?)~/2. Tal campo é calculado no
estrito ambito do Eletromagnetismo, sem qualquer recurso a Teoria da Relatividade (sempre no ambito
do Eletromagnetismo, o cdlculo utiliza um conceito conhecido como Potencial de Liénard - Wiechert).
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O astronauta por sua vez vé o tempo

At =

que é o tempo proprio do astronauta. Vemos o relégio em movimento evoluir moro-
samente, At > At

A inércia da energia foi, historicamente, descoberta a partir das transformagoes de
Lorentz, e nos dedicaremos pois a tal deducao?. A massa (m) de um corpo em movimento
inclui a massa de sua energia cinética, e é a massa do corpo em repouso mg multiplicada
por uma fungao f (crescente) da velocidade em médulo v (igual a 1 para v = 0m/s).

m(velocidade) = myg . f(velocidade)

Determinemos f(v) a partir da conservagao da quantidade de movimento de um
sistema isolado. Seja uma explosao elementar de dois corpos idénticos de massa de repouso
mg cada um, e cada um munido de uma mola. Os dois corpos encontram-se inicialmente
juntos, parados, suas molas comprimidas e apoiadas uma contra a outra. O sistema é
liberado, e os corpos se afastam cada um a velocidade v em modulo, e massa

my . f(v)

(a massa do corpo duplo parado antes da explosao é o dobro, 2mg.f(v), com a energia
em forma potencial nas molas retesadas).

Consideremos um segundo sistema de coordenadas no qual o corpo duplo movia-se
inicialmente com velocidade —v, e no qual um dos corpos resultantes permanece em
repouso apds a explosao. Vale a conservacao da quantidade de movimento (p').

/ _ /
Pfinal = Dinicial
/ ’ / ’ _ I /
mcorpo 1 Ucorpo 1 + mcorp02 Ucorp02 - mcorpo duplo Uinicial
2v (—20)
2 —av 2
mo. f 14 .71)2+zero = 2my.f?(v).(—v) ,
c? 1+ -
C

9A relacdo e = mc? foi originalmente deduzida pela transformacéo da energia da radiacdo emitida por
um corpo.
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pois nesse sistema um dos corpos espalha com velocidade —2v/(1 + Z—z) e o outro resulta
em repouso, bem como o corpo duplo original tem massa 2my.f?(v) e velocidade v.

(Pode-se observar, ainda preliminarmente, que, desde que o primeiro corpo resulta
com velocidade em modulo menor que 2v—o0 denominador 1 + Z—j ¢ maior que 1—sua
massa ¢ maior que a de repouso. Em outras palavras, tem-se aqui, ja, evidéncia de que a
massa aumenta com a velocidade.)

Simplificando o fator comum —2mgv tem-se

2v )
v
C

Para encontrarmos a funcao utilizaremos sua representacao em série de poténcias. A
funcao geral a ser tentada serd

(1+m)”:1+n.a:—|—nn x” + x4

que ¢é crescente com z e igual a 1 para z = zero.

Escrevamos f(v) como
2 3 4
Ao+ a1v+axv” +azv” +agv + ...

com ag, ay, as . . . a serem determinados pelo igualamento dos coeficientes de cada poténcia
nos dois membros da equacao.

A funcao é par, f(—v) = f(v) (a massa cresce do mesmo modo independentemente
do sentido da velocidade), e a série pois nao contém parcelas de poténcias {mpares;

(11:(13:...:0.
2
v
a0+a2.4v2<1—22—1—...)—1—@4.1604(1—...) = at+2apasv? +advt+ ...
c
2 4
5 U v
+ aog—i—anan—l—...

+ agas vt + ...

2\ —1
v

(onde utilizamos a série do quadrado de (1 + 2) ,
c

02\ ? v? vt

e sua quarta poténcia, cuja série se inicia com 1).
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e [gualando coeficientes da poténcia zero tem-se
apg = a% — Qg = 1 (a possibilidade ap = 0 encontra-se descartada).
e [gualando coeficientes da poténcia dois tem-se
4 + ! — !
g = S a2 Y o — ——= .
c? 2c?

e [gualando coeficientes da poténcia quatro tem-se
8 2
—7a2+ 16&4 :a§+3a2+2a4
c c

: + 16 ! + ! +2 — ;
—— ay = — + — a ay = — .
ct 4 44 A 4 1T g

A solugao é pois

f(v) = 1+ﬁ2+ﬂv +

o2\
= (1—2> , OUu seja,

c
1

m = .My

02

2

A densidade de massa da energia é obtida pela deducao inversa aquela da se¢ao 04/16
(a pagina 10).

ﬁ _ forca.ds
dm dm
d(mv) ds
dm dt

mdv + dmwv
—_—
dm

dv 42
= mv—=+0v° .
dm
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30
c cm
A derivada de v(m) = — /m2 — m2 — inversa de m(v) — é ————2—;
m m?2y/m?2 — md
de c cm c?
am P fm? —mf ———— + —2(m2—m(2))
m 7 m2y/m? — m2 m
de = c*dm .
Integrando, e—eyg=mc —mg .

Desde que a energia é definida a menos de uma constante aditiva pode-se escolher

ey = Mo c* e tem-se

Outra deducao, equivalente,

ﬁ dp dmuv d(cva—mg) c

dm_%v_dmv dm “m

15/16 Um exercicio sobre transformagoes de Lorentz.

e Relégios sincronizados (por sinais de luz), parados no referencial S distantes entre si
311.553.462km (¢ aproximadamente o diametro da érbita da Terra ao redor do Sol),

311.553.462 km
/\ Hora zero no referencial S.

D O D ®

e uma nave espacial (referencial S’) efetua movimento uniforme com velocidade

3 1
259.628 km /s = ‘g 299.792.458m/s, y=-—— =2,

e ao passar pelo primeiro relégio a zero horas tem o seu relégio no interior da nave

sincronizado com este primeiro relégio do referencial S.
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No referencial S a nave demora 20 minutos para ir de um relégio a outro.

Ainda no referencial S o relégio do astronauta, bem como tudo o que acontece na
nave, evolui mais lentamente. Um intervalo de tempo At' entre quaisquer dois eventos
(por exemplo, passar pelo segundo reldgio e passar pelo primeiro relégio) observado pelo
astronauta desde S’ é a metade do intervalo de tempo At em relagao a S,

At’:lAt.
vy

Visto por S, quando se passam 20 minutos nos relogios de S passam 10 minutos no relégio
da nave. A figura mostra a descrigao desde S.

Doze horas e vinte minutos.

Doze horas e quarenta minutos.

D D &

Treze horas.

® ® @ ®
D
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Vistos desde S’ sao os relégios S que evoluem mais lentamente. Também, para o
astronauta em S’ os reldgios de S nao estao sincronizados. De fato, os relégios que vém
chegando, e que foram sincronizados por quem estava em S, estao adiantados.

E no referencial S’, de onde o astronauta vé os relégios de S passarem a mesma
velocidade 259.628 km /s, em sentido contrario, medidos com as réguas e relgios em S’
a distancia entre os relégios é a metade, 155.776.731 km.

155.776.731 km

?

©
O
©

€
o
C

Q0 6 (6 60
3

©
0 &
e 8
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e No referencial S.

Para sincronizar, a pessoa que esta junto ao primeiro relégio envia um sinal eletro-
magnético tal que—no momento em que é atingida—a pessoa no segundo reldgio acerta
para dezessete minutos e 19,23 segundos (1039,23 segundos é o tempo de percurso).

e No referencial 9’.

Os relégios de S, e o sinal, movem-se em sentidos opostos.

155.776.731 km
/AN

/ \

O O
O

vat eat’
A A
/ V :‘

No momento em que o segundo relogio é atingido o relégio do astronauta marca o

tempo At'.
v At +c¢ At = 155.776.731 km
3 1 3
£ c At +c At = = (1200 segundos.£ c
2 2 2
6003
np o= S0V 278,465 .

V3+2

Pergunta. Como, sequndo S’, o sequndo reldgio resultou 15 minutos adiantado?

O adiantamento é o que foi colocado menos o que deveria ter sido colocado (para
sincronizagao em S’).

1
adiantamento = 1039,23 — 7 At = 109,23 — 139,23 = 900s = 15 minutos.

Segundo o astronauta naquele momento deveriam ter posto 139,23 segundos; mas
puseram 1039,23.
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16/16 Manutengao das equagoes de Maxwell
sob transformacoes de Lorentz.

E aqui apenas uma ilustracao, com a projecao que tem transformacao simples, de uma
das equagoes vetoriais.

As equagoes de Maxwell sao:

V.E = Z (lei de Gauss)
V.B = zero
o B
VXE = —%t (lei de Faraday)
. 1 OF S \
VXB = =R + pJ  (lei de Ampere) .

O operador V X é o operador rotacional, e o operador V. é o divergente.

A quantidade p é a densidade de carga, J é a densidade de corrente; € é a permissi-
vidade elétrica e pu a permeabilidade magnética.

) 3 7 _ R 2 : N
No vacuo p = 0C/m” e J = 0A/m”. Por exemplo, as leis de Gauss e de Ampere em
coordenadas cartesianas sao

0E, OE, OFE.

V°E:8x+8y+8zzo’
0B, 0B, OF,
dy 0z oct

Vx5 — 0B, _ 0B, _ 1 %
0z ox c dct
0B, 0B, 0F,
ox dy dct

Escrevamos as coordenadas em fungdo das coordenadas de um novo sistema (em
movimento uniforme; sdo as transformacoes de Lorentz).

= v (2 +v.t)
y = Y
z = 2’
/ v /
c = v (ct' +-.2")
c
oL, o o N . :
Calculemos — 5ot (a primeira projegdo, com respeito as novas varidveis) cuja
cdc

transformacao de um conjunto a outro de variaveis é particularmente simples.
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cdct!  c\dct 3ct’+ dx Oct!
Substituindo as transformacoes de Lorentz bem como a lei de Gauss tem-se
1 OF, B OE, N OF, v
~ claa’ y 9- )¢

E substituindo a lei de Ampere,

_ (9B 0B\ (0B, 0B\ v
N dy gz ) oy 92 )
v

v

-7 dy 7 0z
e desde que y = ¢’ e z = 2/ tem-se

v
1 0E, 8(32 — gEy) 8(By + EEZ)

- = 7 -7 )
c dct! oy’ 0z

1 oE, 1 <8E$ dct OFE, 8x>

que é a (primeira projegao da) lei de Ampere no novo sistema. Os campos mudam mas as
relacoes de Maxwell permanecem. A segunda (B,/) e terceira (B,/) projecoes do campo
magnético (B’) no novo sistema sio respectivamente

v
v (B, + C—QEZ) e v(B,—

v
gEy) .
A primeira projecao do campo elétrico é a mesma que nas coordenadas originais, F,» = F,.
Pode-se construir relégio e régua puramente eletromagnéticos, com raios de luz e
espelhos, os raios vao e voltam entre os espelhos. Tal relégio e régua ao se moverem
diminuem a cadéncia e o tamanho na dire¢cao do movimento. A Relatividade é a aceitacao
de que relégios e réguas construidos com quaisquer campos—por exemplo, estruturas que
sustentem os espelhos do reldgio e régua eletromagnéticos, ou qualquer relégio ou régua;
qualquer material exceto o campo eletromagnético puro é constituido também por campo
eletronico e/ou campos nucleares—sao morosos e encurtados ao se moverem.
Assim é entendido para qualquer campo, ainda que nao conhegamos sua(s) lei(s)—e
de fato nao conhecemos, pelo menos até presentemente.

Sobre o tempo.

Ha no universo sistemas inertes que ao evoluir retornam a mesma configuracao, portanto
repetem o comportamento, e o exemplo marcante é o satélite, o planeta. Sao reldgios
naturais. Ha também os reldgios inventados.

A evolugao é necesséria, para existir. Se imaginamos algo que nao evolui (nao recebe,
nao emite, nao reflete, nao cai, nao colide, nao interage) tal nao existe fisicamente. O
tempo ¢é o desenvolvimento dos acontecimentos. E os varios reldgios possuem periodos em
relacao constante entre si, o que permite conceituar uma sequéncia universal de evolugao,
independente de cada reldgio em particular.

Cada ser evolui conforme sua natureza.

Neste modo de pensar o tempo existe objetivamente independente da mente humana,
em modo semelhante a se poder julgar que nosso universo existe objetivamente.
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Um corpo que se move possui quantidade de movimento e possui energia. Se se
desconsidera a inércia da energia as relagoes entre essas grandezas sao m = my,
p = mov, v = p/mg, e = 3mgv?, v = y/2e/my, € = p*/2mg e p = /2my e, onde
energia é a cinética apenas. Desde que m = e/c? as relacoes sao as mostradas acima.

Todas as verificacoes de espaco ou de tempo sao determinagoes de coincidéncias de
espaco e de tempo. Se a realidade fosse apenas pontos materiais em movimento nada seria
observado. Observa-se apenas os encontros de dois (ou mais) desses pontos materiais. Os
resultados de nossas observacoes sao verificagoes dos encontros de pontos de nossos orgaos
de sentido ou de nossos instrumentos de medida com outros pontos, por exemplo, uma
observacao de coincidéncia entre um ponteiro de relégio, um ponto no mostrador e um
evento junto ao relégio, todos no mesmo lugar no mesmo instante.

A adocao de um sistema de coordenadas tem a funcao de organizar a descricao das
coincidéncias. Elas podem ser quaisquer (desde que sem ambiguidades). Coordenadas
sao escolhidas, elas sao convencionadas.



