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Capitulo 1

Introducao

1.1 A Fisica

A natureza é constituida de inimeros corpos, que estao dispostos em varios lugares
distintos e que se movimentam continuamente de um lugar para outro. Aos acontecimentos
da natureza damos o nome de fenomenos. Quando os acontecimentos ocorrem sem alterar
a constituicao dos corpos envolvidos diz-se, tradicionalmente, que sao fenomenos fisicos.
Ciéncia ¢é elaboracao mental humana que organiza as experiéncias vividas e sua logica.
A Fisica é a ciéncia que tem como objeto os fenémenos fisicos. O escoamento da dgua
de um rio ou o aquecimento de um pedaco de ferro sao, por exemplo, fendmenos fisicos.
Por outro lado, quando o ferro se enferruja aparece uma nova substancia que nao existia;
tem-se no caso um fendomeno quimico que, em primeira aproximagao, nao é objeto da
Fisica.

No entanto, se analisamos os processos de transformacao quimica de um ponto de
vista microscopico mesmo tais transformacoes sao entendidas a luz de teorias fisicas.
Na analise dos corpos microscopicos—particulas—os fenomenos envolvidos também sao
microscopicos. E nesse sentido que as reagoes quimicas, bem como a radioatividade, sao
devidamente tratados como fenomenos fisicos. E em especial o caso do fenémeno da
radioatividade, em que um corpo emite radiacao com notaveis propriedades, podendo
mesmo em certos casos nao apresentar alteragoes quimicas, sempre foi tratado como
fenomeno fisico.

A Fisica é pois uma ciéncia da natureza. Tem por objeto as relacoes entre os fenomenos,
excetuados os fenomenos proprios da natureza viva, objeto de outras ciéncias, a Biologia
e a Medicina.

A fim de haver conexao entre a mente humana e os fatos naturais as previsoes tedricas
devem ser verificadas experimentalmente. Realizar um experimento é manipular corpos
em circunstancias determinadas, observando seu comportamento.

As Grandezas Fisicas

As afirmacoes mais interessantes da Fisica relacionam quantidades. Essas quantidades sao
obtidas da natureza por intermédio do ato de medir. Medir é comparar duas quantidades
da mesma espécie, uma das quais funciona como padrao. Do ato de medir resulta um
nuimero.

As grandezas sao, do ponto de vista matemdtico, as quantidades que variam ou
podem variar. Em Fisica uma grandeza é definida pelo processo utilizado para medi-
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la. As grandezas fisicas sao divididas em grandezas fundamentais e grandezas derivadas.
Geralmente consideramos como fundamentais o tempo, o comprimento e a massa. Contudo
outras grandezas também podem ser consideradas como fundamentais. As grandezas
derivadas sao aquelas definidas a partir das grandezas fundamentais por intermédio de
operagoes algébricas. Exemplo, velocidade, que é comprimento dividido por tempo. O
numero de grandezas fundamentais é o niimero minimo necessario para definir todas as
grandezas fisicas.

A Mecanica é o estudo dos movimentos dos corpos. As grandezas tempo, comprimento
e massa sao as grandezas fundamentais da Mecanica. Um intervalo de tempo é medido
contando-se o nimero de ciclos de um relégio ocorridos simultaneamente com o periodo
em questao. Um comprimento é medido verificando-se quantas unidades cabem no espaco
em questao. E hé outras duas grandezas fundamentais, que funcionam contudo como uma
unica grandeza para todos os efeitos praticos, a massa inercial e a massa gravitacional.
Estas duas grandezas sao distintas, com processos de medicao distintos, mas apesar disso
elas conduzem ao mesmo valor numérico (ou a valores proporcionais, ver pagina 66). Dal
podermos falar da massa de um corpo sem especificar se se trata de massa inercial ou
gravitacional. Oportunamente definiremos os dois processos de medi¢ao (ver paginas 49
e 64).

O sistema de unidades mais comumente adotado é o Sistema mks, no qual a unidade
de comprimento é o metro, a unidade de massa é o quilograma e a unidade de tempo € o
sequndo. Outros sistemas também sao utilizados principalmente o Sistema cgs que adota
as unidades centimetro, grama e sequndo.

Um segundo (s) é 1/86.400 de um dia solar médio. Esta é a defini¢ao baseada na
rotacao da Terra, denominada tempo universal. H& também uma definicao baseada
na translagao da Terra, chamada tempo das efemérides, e uma definicao baseada em
microondas emitidas pelo elemento césio.

Um metro (m) é o comprimento do trajeto percorrido pela luz, no véicuo, durante
um intervalo de tempo de 1/299.792.458 de segundo. Esta definigao foi adotada na 172
Conferéncia Geral de Pesos e Medidas, realizada em 1983, tendo sido motivada entre
outras razoes pelo aperfeicoamento de instrumentos de medida de comprimento de onda
e da frequéncia de radiacoes luminosas.!

Um quilograma (kg) é a massa de um determinado cilindro, denominado quilograma
padrdo, que esta guardado na Reparticao Internacional, em Sevres.

Utiliza-se frequentemente os seguintes multiplos e submultiplos das unidades,

tera = 10'2 mili = 1073

giga = 10° micro = 1076
mega = 10° nano = 107"
quilo = 10° pico = 107'2

I Anteriormente, desde a 1% Conferéncia Geral, em 1889, o metro foi definido como sendo o
comprimento de uma determinada barra, denominada metro padrao, que esta guardada na Reparticdo
Internacional de Pesos e Medidas , em Sevres, na Franga. Na 11? Conferéncia Geral, em 1960, o metro foi
definido como sendo 1.660.763,73 comprimentos de onda de uma determinada linha espectral de luz (cuja
notagdo é 2,,, — 24,) emitida pelo criptoénio 86. A atual defini¢do, de 1983, é pois a segunda redefini¢ao
do metro.
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Suas abreviacoes sao respectivamente T, G, M, k, m, u, n, e p. O micron, que é a
milionésima parte do metro, é abreviado como g ou pum.

As unidades fisicas possuem abreviagoes escritas em minusculo, com excecao de nomes
derivados de pessoas (por exemplo N, Hz, J, respectivamente abreviagdes das unidades
newton, hertz e joule). Quando escritas por extenso as unidades sao escritas em mintusculo
(com excegao do grau Celsius, com maitiscula).

1.2 Teoria dos Desvios

Para cada grandeza fisica que se deseja medir torna-se conveniente dispor num aparelho
uma sequéncia de unidades dessa grandeza, ou de outra que varia com ela (por exemplo a
deflexao de um ponteiro). E o instrumento de medida, que possui uma escala de unidades
disponivel para uma comparagao facil.

O processo de medida de uma grandeza esta sujeito a intimeras perturbacoes, que
podem ser classificadas em dois tipos fundamentais, sistemdticas e acidentais. As pertur-
bagoes sistematicas sao aquelas identificaveis e corrigiveis, ao menos em principio, se se
conhece suficientemente o processo fisico no qual a grandeza estd envolvida. Por outro
lado, as perturbacgoes acidentais sao o resultado da contribuicao de intimeras flutuacoes,
abundantes na maioria dos ambientes. Essas flutuagoes sao imprevisiveis, e sao detectaveis
com instrumentos suficientemente sensiveis. Devido as perturbagoes acidentais a repeticao
da medida de uma quantidade fisica conduz a valores diferentes, desviados em maior ou
menor grau com relagao a um valor médio.

Precisao de uma Medida

Para conceituarmos a precisao de uma medida vejamos inicialmente o conceito de precisao
de um conjunto de medidas. A precisao de um conjunto de medidas é o grau de reuniao ou
ajuntamento dos valores dessas medidas. Ela é avaliada por intermédio do desvio absoluto
médio (que serd definido & pagina 6).2

A precisao de uma unica medida feita com um instrumento em condi¢oes normais
de funcionamento é avaliada do mesmo modo, ou seja, pelo desvio absoluto médio que
se obtera se se realizar um conjunto de medidas nessas mesmas condicoes. Assim, cada
instrumento de medida possui uma precisao intrinseca. Nos instrumentos bem projetados
a divisao da escala é feita de maneira compativel com a precisao do aparelho, nao se
dividindo além do necessario. Nesse caso, o desvio absoluto médio a que uma medi¢ao
esta sujeita é aproximadamente a metade da menor divisao.

A resolucao de uma escala é o menor valor que nela pode ser lido com certeza. Assim,
por exemplo, a resolucao de uma régua graduada em centimetros é um centimetro,
e a resolucao do mostrador de um cronometro graduado em segundos é um segundo.
Consideremos um exemplo simples de uma régua graduada em centimetros e mecamos o
comprimento de uma haste.

2Observacao. Existe ainda a confiabilidade do valor médio de um conjunto de medidas, avaliado por
intermédio do desvio da média (ver pagina 7). Essa confiabilidade aumenta (ou seja, o desvio da média
diminui) com o aumento do nimero de medidas.
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Com certeza podemos afirmar que a medida é 12 cm. Mas note-se, uma casa decimal
a direita da tdltima de que se tem certeza (algarismo 2 no nosso caso) pode ainda ser
avaliada, embora nao com certeza, mas com alguma confiabilidade. Assim, entao, é
razoavel escrevermos, 12,4 cm. Este algarismo 4 deve ser incluido na expressao da medida
porque, embora nao se tenha certeza sobre ele, dispoe-se de algum critério para avalia-lo;
no caso observamos a extremidade da haste entre os tragos 12 e 13cm da régua. Tal
algarismo é chamado primeiro duvidoso. .

Por outro lado nao devemos incluir qualquer outro algarismo a direita deste—sao
os completamente duvidosos—porque nao dispomos de critério para avalia-los com este
instrumento de medida. Temos

12,4

I |

cer-"teza.
42 dunidosa

Entao, uma medida deve ser expressa com um algarismos a mais a direita do que
indica a resolucao do instrumento utilizado. Assim, a expressao de uma medida ja nos
indica a sua precisao. E, para uniformizar nossa notacgao, a prépria resolucao da escala
do instrumento deve ser expressa com o primeiro algarismo duvidoso, por exemplo, a
resolucao desta régua é 1,0 cm.

Ainda, pode-se expressar uma medida em qualquer unidade da grandeza, independen-
temente da resolucao do instrumento. Assim, a resolucao da régua considerada e a medida
da haste sao corretamente expressas em qualquer das seguintes maneiras,

Resolugao Medida
1,0 cm, 12,4 cm,
10 mm, 124 mm,
0,010 m, 0,124 m,
1,0.1072m, 12,4.10%2m.

No caso da unidade ser menor do que um décimo da resolugao do instrumento usa-se
necessariamente poténcias de 10; exemplo,

1,0.10% p, 12,4.10% .
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(Teria sido por exemplo errado escrever “124 000 p” pois tal estaria a indicar uma resolucao
de 0,0010 cm, o que nao é verdadeiro para o instrumento utilizado.)

Precisao do Resultado de uma Operacgao

Quando realizamos uma operacao com numeros de precisao limitada obtemos um resultado
que também possui precisao limitada. Para deduzir essa precisao (a partir das precisoes
dos operandos) empregamos o método dos x, que consiste em indicar os algarismos comple-
tamente duvidosos com a letra ‘x’ e efetuar a operacao normalmente, deduzindo a cada
passo o carater duvidoso das operagoes com os algarismos duvidosos. Exemplos.

+ 2, 3zxx T 1xx
6,49x 2,49x
8, 8xx 4, 6xx
o 6,5z 12,90xzz  [3,1351x
2,5z 12 54042 4,117
TIT 36xzx x
3 925 31351 x
13 0x DLTL T T
16, 3zxx 31351z
2xrxrxx
21945 7x
TXTT T X

Um conjunto de x a direita do niimero representa algum conjunto de algarismos entre
-(5000...) e +(5000...). Por exemplo, o niimero 2,37x representa algum nimero maior
que 2,365000. .. e menor que 2,375000. .., sendo o algarismo 7 duvidoso.

Por este raciocinio verifica-se que valores tém sua eventual grande precisao inutil
quando operados com outros de menor precisao. Assim, é frequente abandonar-se um
ou mais algarismos a direita. Durante esse processo, se o primeiro algarismo abandonado
for maior ou igual a 5 deve-se somar uma unidade ao ultimo algarismo retido, com o
objetivo de minimizar os desvios (arredondamento). Faz excecao a esta regra o abandono
de um unico algarismo 5, ou de algarismos 50, ou 500, etc.; nesses casos arredonda-se o
ultimo algarismo para o valor par mais proximo. Exemplos,

728 — 7,3
7,24 — 7,2
7,25 — 7,2
7,35 — 74
7,250 — 7,2
7,251 — 7,3 .

Seguindo os raciocinios contidos no método dos x pode-se concluir as seguintes regras
praticas,
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Na adicao e na subtracao a precisao do resultado € a precisao da parcela menos
precisa.

E para a multiplicacao e divisao introduz-se o conceito de algarismo significativo; sao
significativos todos os algarismos de que se tem certeza mais o primeiro duvidoso, zero a
direita ¢ significativo, zero a esquerda nao é; por exemplo no niimero 16,0 os algarismos
1, 6 e 0 sao significativos.

Na multiplicagao e na divisao o numero de algarismos do resultado é o nimero
de algarismos significativos do fator mais pobre.’

Com tais regras executamos os calculos com uma maquina de calcular e consideramos
apenas o numero adequado de algarismos.

Repeticao de uma Mesma Medida (Desvio Médio de um Con-
junto de Medidas)

A medida de grandezas fisicas é frequentemente realizada em condigoes em que existem
perturbagoes acontecendo ao acaso, constituidas por intimeras flutuagoes pequenas e
aleatorias. Tais flutuagoes sao abundantes na maioria dos ambientes e podem ser detecta-
das se o instrumento for suficientemente sensivel, ou seja, possuir suficiente precisao
intrinsica. Esses desvios acidentais, embora nunca previsiveis individualmente, podem
ser tratados por métodos estatisticos, aplicaveis a conjuntos de medidas repetidas da
mesma grandeza, obtendo-se valores médios mais confiaveis.

A repetigdo de uma mesma medi¢ao é oportuna quando o processo de medigdo nao
utiliza completamente a precisao intrinsica do instrumento.

Denotaremos o resultado de cada medicao de um conjunto de medigoes por Y;, enten-
dendo que a quantidade Y é constituida de um nimero e de uma unidade fisica. O valor
mais provavel de uma grandeza medida N vezes nas mesmas condicoes € o valor médio
Y do conjunto,

— 1
Y = N Z Y; .
i=1
Cada medida possui um desvio (A;Y) com relagao & média,

NY =Y, —Y.

Devido a prépria defini¢ao, a soma dos desvios é nula (e por conseguinte também o desvio
médio),

N N
YN AY = (Y;-Y)=NY -NY =0.
i=1 =1

Para expressar a flutuagao das medidas em torno da média usa-se o desvio absoluto médio
(d, ou | AY|), que é a média dos valores absolutos dos desvios,

1 X
da:f AzY
NZ;\ |

3Com excegao de que na multiplicagao se o produto dos dois primeiros algarismos (dos dois fatores)
for maior ou igual a 10 o nimero de significativos do resultado serd o nimero de significativos do fator
mais pobre mais 1.
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O desvio relativo médio (d,) é a relacao

d,
d, = — .
Yl
O desvio absoluto médio é um parametro que expressa a precisao de um conjunto de
medidas. Ele tende a ficar constante se aumentamos o nimero de medidas e consequente-
mente indica a precisao do proprio método utilizado para medir. Existe contudo outro
parametro, o desvio da média (d,,), que é o desvio absoluto médio de varias médias
tomadas em varios conjuntos de medigoes. Essas médias estarao muito mais agrupadas
(menor desvio absoluto médio) que os valores individuais das medidas de quaisquer dos
conjuntos. A teoria estatistica mais desenvolvida?, e com verificacao experimental, mostra
que o
dg
il

O desvio da média diminui se aumentarmos o nimero de medidas, indicando que o o valor

obtido para a média se torna mais confiavel.

A teoria estatistica deduz que a probabilidade de que o desvio absoluto médio obtido
em um dos conjuntos seja menor do que d,, ¢ 58%. A notagao completa do resultado de
um conjunto de medidas deve mostrar tanto o valor médio como o desvio da média,

Y +d,

ou seja, estamos afirmando que o valor médio que se obtém para a grandeza com aquele
ntimero de medicoes tem 58% de probabilidade de ser maior que Y — d,, e menor que
Y +d,,. Facamos notar que esta nao é a tinica convencao utilizada entre os autores para
a notacgao, sendo necessaria a verificagao da convencao utilizada, principalmente quando
se estiver comparando valores ou realizando operagoes com os resultados de medigoes.
Nesta notacao deve-se escrever Y e d,,, com a mesma precisao. Por outro lado a teoria,
indica que sao necessarias vinte medidas ou mais para se ter um d,, com dois algarismos
significativos e mais de cem para se ter trés. Em vista disso, sugere-se que d,, seja escrito
com um ou no maximo dois algarismos significativos. Por exemplo, a altura de um edificio
é dada como (53,2+0,7)m, que é escrita desta maneira mesmo se foi medida com uma trena
graduada em milimetros. O resultado numérico de d,, teria sido por exemplo 0,738m mas,
se foram realizadas menos de vinte medidas, os algarismos 3 e 8 nao serao significativos.
Quando se faz uma unica medida da grandeza, que € situagao que ocorre frequentemen-
te, o valor médio passa a ser o proprio valor obtido e o desvio da média passa a ser o
desvio absoluto médio caracteristico do instrumento. Neste caso a notagao se torna

Y +d, .

A diminuicao de d,, com o aumento do numero de medidas permite, no caso em que
a precisao do conjunto de medidas esta limitada por fatores externos ao instrumento de
medida, aumentar a precisao do valor médio. Contudo, o nimero de medidas nao deve

4Para aprofundar o assunto veja-se por exemplo H.F.Meiners, W.Eppenstein and R.H.Moore,
Laboratory Physics New York, John Willey & Sons 1972.
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ser aumentado indefinidamente sendo que seu limite é atingido quando a precisao do valor
médio se torna da mesma ordem que o desvio médio absoluto intrinsico ao instrumento
utilizado. A partir dai qualquer esfor¢co que busque aumentar a precisao sera inutil.

Problema 1
A profundidade de um rio foi medida quatro vezes obtendo-se os valores 10,10 m; 10,18 m;
10,37m e 10,47m. Como deve ser escrito o resultado dessas medidas?

Solucao,
l=1%d,

onde [ é o valor médio e d,, é o desvio da média.

Z — 10710+10,18110,37+10747 — 10,28m

d,
dm =

=

— 1 X

da N;’ ll‘
All = ll—z = - 0,18m
Alg == lg—z = - O,lOm
Alg = lg—z = —|—0,17m

Al4 = l4—7 = +O,27m
(0,26 40,18+ 0,174 0,27) = 0,22m

dpm = = 0,1m

Note-se para d,, que admitiu-se apenas um algarismo significativo (nimero pequeno de
medidas). O comprimento serd entao escrito

(10,3+0,1)m.

Desvio do Resultado de uma Operacao

A média do resultado de uma operacao aritmética realizada com conjuntos de valores é o
resultado da operacao realizada com as médias desses conjuntos.

Ademais, numa operagao aritmética, se f(x1,x2,...) é o resultado e xq1, s, ... sdo
os operandos, quando pequenas variacoes Axq, Azs, ... sao causadas nos operandos a
variagao A f(xq, s, ...) do resultado sera
of of
7&1‘14—7&[524—... s
(51’1 51’2
onde f—f, f . sao derivadas parciais®
z1 ) 0z
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Desta relagao pode-se deduzir as seguintes regras,

Na adicao e subtracao o desvio absoluto do resultado é a soma dos desvios
absolutos das parcelas.

Na multiplicagao e divisao o desvio relativo do resultado é a soma dos
desvios relativos dos fatores.

Regras analogas valem para o desvio da média.

Problema 2

Os valores de duas grandezas sao A + d4 e B £ dp respectivamente, onde d4 e dg sao
desvios absolutos médios e as grandezas sao diferentes de zero. Quais serao os resultados
da soma, subtracao, multiplicacao e divisao dessas duas grandezas?

Na soma soma-se os desvios absolutos,
(A£da)+ (Btdp)=(A+ B)£(da+dp) .
Na subtragao soma-se também os desvios absolutos,

(A+dy) — (B+dp) = (A— B) £ (da+dp) .

®Nota. Uma funcdo de duas ou mais varidveis pode ser alterada pela mudanca de uma ou mais
varidveis. Seja por exemplo a funcdo f(z,y) de duas varidveis. Define-se derivada parcial de f em

relagdo a x com y constante (denota-se %’ ; 0 simbolo ¢ pode ser chamado de parcial) como sendo a
Y

fragao
fl@+ Aa,y) — f(z,y)
Az

quando Az tende a zero (veja-se conceituagdo de derivada & pdgina 21). Do mesmo modo a derivada

5 )é
yCE

parcial de f em relagdo a y com x constante (5—f

lmlﬂ%y+ﬂw—fWWf
Ay—0 A’y

Se representarmos f(z,y) em um grafico tridimensional—como exemplifica a figura seguinte—as

derivadas %‘ e %‘ em um ponto sao os coeficientes angulares das tangentes a superficie naquele
x

n{l. Covar
‘O;?kﬁ\fe
3-3 ar 3
~ 0
) 1

»:l’e (oA 3
\c.e e r ..&‘
N% avaub 35 \‘

- ponlo dg‘l’ava:véa 1 pordo a+aua'e‘méa

ponto, contidas respectivamente nos planos y constante e x constante.
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Na multiplicacao soma-se os desvios relativos. E para achar o desvio absoluto multi-
plica-se pela média do produto,

mi@MBi@):(Amilqﬁ+§Dpu{

— (AB)= (Tx|B+d5lAl)
Analogamente na divisao tem-se

Ady Ail(u @U’AH
B

+

B tdp B @ |7§|
A (daB|+ 1A
B B2 ’

1.3 Vetores

Os vetores sao grandezas que possuem um valor absoluto e uma direcao orientada. Exem-
plos sao os deslocamentos no espaco, as forcas, etc.. Uma grandeza deste tipo pode
ser representada graficamente por uma flecha de comprimento proporcional a seu valor
absoluto e com a direcao e o sentido da grandeza.

Para especificar um intervalo de tempo, ou a massa de um corpo, basta uma tnica
medida. Trata-se de uma grandeza escalar. Um escalar é um numero, que pode ser puro
ou seguido de uma unidade®. Por outro lado, para especificar uma posicao no espaco sao
necessarias trés medidas de comprimento, ao longo de trés direcoes distintas. Trata-se de
uma grandeza vetorial. Um vetor é definido matematicamente a partir das propriedades
algébricas que ele deve possuir, e que serao apresentadas em seguida.

Denotaremos um vetor com uma letra que possui uma pequena flecha desenhada sobre
ela, por exemplo, 7, f_l', etc. .

Espaco Vetorial

E um conjunto de elementos, chamados vetores, para os quais estao definidas,

1. Uma operacao de soma
a+b
cujo resultado ¢ um elemento do conjunto, operacao esta que é comutativa, ou seja,
i+b=b+a
e é associativa,
i+ (b+0)=(@a@+b)+c;
existe nesse conjunto um elemento nulo (6) tal que

i+0=0+ad=a

60 escalar possui ainda a caracteristica de manter-se invaridvel sob mudancas de referencial.
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e todo elemento possui um simétrico, que é o elemento que somado a si resulta o
vetor nulo; o simétrico é usualmente denotado com um sinal negativo,

i+ (—d)=a—-a=0.
2. Uma multiplicacao por um numero,
m.a ,
cujo resultado é um elemento do conjunto, tal que
(m.m')yd=m(m'd),
onde m e m’ sdo nimeros—estes nimeros sao escalares—e

3. estas duas operacoes, soma e multiplicacao por um escalar, possuem as seguintes
propriedades distributivas,
m(d+b) = mad+mb
(m+m')a

sendo todas as igualdades vélidas para quaisquer a, l;, ¢, mem'. O conjunto de
operacoes definidas para um espaco vetorial constitui a dlgebra vetorial.

Sao exemplos de espago vetorial,

e O espago fisico, desde que se convencione uma origem. A soma de posicoes é definida
tendo por base deslocamentos sucessivos, o primeiro deles a partir da origem. A
figura a seguir ilustra esse processo. Trata-se de um homem sobre um vagao. A

| E——— | bk
[ | E | C|————1
[ ] z) cpE——
[ g = j Em—
I

[ B B

[ ]

I 1]

[

_-r_ 1

1
®

CRIGEM

oru @
CRIGEM

C
E

[ 6 |

posicao em que fica o homem quando apenas ele se desloca a partir da origem somada
com a posi¢ao em que fica o homem quando apenas o vagao se desloca tem como
resultado a posicao em que fica o homem quando os dois se deslocam. Ademais,
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o elemento nulo é a prépria origem e a multiplicagdo por um nimero m significa
considerar a posicao que estd na mesma direcao com relagao a origem, porém m
vezes mais distante (se m for negativo significa considerar o sentido contrério).
Estas operacoes assim definidas obedecem a todas as propriedades de um espaco

vetorial.

e O conjunto de flechas de todas as direcoes e de todos os comprimentos. A soma
de flechas é feita pela regra do paralelogramo, desenha-se as duas flechas a serem
somadas com as extremidades traseiras coincidentes (ou alternativamente com as
extremidades dianteiras coincidentes), completa-se o paralelogramo e considera-se a
diagonal que tem a extremidade coincidente, conforme a figura.

.“'-“’.l
'n" I
!
¢
)
(J
1
_+_ — A
— —

A flecha nula é um ponto. Multiplicar por um nimero é considerar uma flecha de
mesma dire¢ao e comprimento multiplicado pelo ntmero.

e O conjunto de todas as triplas. Uma tripla é um conjunto de trés nimeros. Podemos
denota-la por intermédio de parenteses e virgulas, assim por exemplo,
ai
(a1,as,a3) , ou mesmo | ag
as
Uma n-pla (leia-se énupla) é um conjunto de n nimeros. Com n = 2 tem-se uma
dupla. O numero n é o numero de dimensoes da n-pla, ou do espaco vetorial. Cada
numero de uma n-pla é chamado projecdo. A soma de n-plas é feita pela regra Cada
projecao do vetor soma € a soma das projecoes correspondentes dos vetores parcelas.

(al,ag,...)+<b1,b2,...)Z(a1+b1,a2+b2,...) .

O elemento nulo é a n-pla que tem todas as projecoes nulas. Multiplicar uma n-pla
por um nimero é multiplicar todas as suas projegoes por esse numero,

m (a1, as,...) = (may,mas,...).

e O conjunto dos nimeros reais. Este é o espaco vetorial mais simples. Possui apenas
uma dimensao e para seus elementos estao definidas as operacoes de soma, subtragao
e multiplicacao elementares da aritmética.

Representacoes

Uma representacdo é uma correspondéncia biunivoca entre dois espacos vetoriais.” Pode-
-se representar as posicoes do espaco fisico por flechas ou por triplas. A representacao

"Uma correspondéncia biunivoca é aquela que para cada elemento de um conjunto faz corresponder

um e apenas um elemento do outro conjunto e vice-versa.
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por flechas é feita apenas com as figuras das flechas, nao se usando nimeros. Podemos
chama-la representacao geométrica, ou pictorica. Para obter a flecha correspondente a

uma posicao fisica

. Poslgfalo considerada

. on'éem. do espago gk'sico

desenhamos uma flecha no proprio espaco fisico da origem a posicao considerada

e em seguida consideramos apenas a flecha (ou multiplo ou submiiltiplo dela).

rePresew'Iasgc %eome,.trfca
da Fosiggo comsiderada

A representacao por triplas, por sua vez, é feita apenas com nimeros, nao usando
figuras. Chamemo-la representacao algébrica, numérica ou por projecoes. Para obter a
tripla correspondente a uma posigao escolhemos um sistema de trés eixos (que geralmente

sao ortogonais, embora nao obrigatoriamente),

projetamos a posi¢ao considerada sobre os eixos
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e consideramos os trés comprimentos determinados, (z,v, z) .
O sistema de coordenadas—eixos com suas unidades—é chamado referencial.

Um espago de flechas e um espaco de n-plas, ambos com a mesma dimensao, também

sao representacao um do outro. Quando projetamos uma flecha sobre um sistema de eixos
obtemos flechas componentes,

——— A

1
v

Os comprimentos orientados (com sinal) destes componentes sao as projegoes que consti-

tuem a n-pla correspondente aquela flecha. Esta representacao de flechas por n-plas sugere
a notacao

rT+yy+z.2

para vetores (no caso, triplas), onde x, y e z sdo as projegoes e

& = (1,0,0)
y = (0,1,0)
2 = (0,0,1),

ou seja, T, y§ e Z sao vetores unitarios nas diregoes dos eixos. Estes, recebem o nome de
Versores.
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Médulo

O mddulo de um vetor é o seu valor absoluto; é um nimero associado ao vetor que nos
dé informacao de sua magnitude, independentemente de sua direcao. As defini¢oes de
modulo nos varios espacos vetoriais devem respeitar a correspondéncia que existe entre
eles. O médulo de uma flecha é seu comprimento. O médulo de uma posigao fisica é sua
distancia a origem. O médulo de uma n-pla (a,b,...) é

va2+b2+ ...

Estas defini¢bes sao naturais para os espacgos apresentados, desde que as flechas foram
desenhadas no préprio espaco fisico e va? + b%> + ... é o comprimento da diagonal con-
forme o Teorema de Pitagoras (para n dimensoes).

Denotaremos o médulo de um vetor @ por a ou |d.

Problema 3

Um automoével percorre 50 km na direcao oeste-leste, para o leste. Depois percorre 30 km
na direcao sul-norte, para o norte; percorre em seguida 25km numa direcao que faz um
angulo de 30° com a diregao sul-norte, no sentido que se aproxima do nordeste. Determine
a distancia retilinea entre a posicao final do automével e o ponto de partida.

i

% ecta

r, = 50cos0°+ 30cos90° + 25 cos 60°
50 4+ 25 %
62,5

ry = 90sen0° + 30sen90° + 25 sen60°
zero + 25 §
51,65

ro= /62,52 + 51,652
— 81,08km .
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Problema 4

Como devem ser as diregoes relativas entre dois vetores a@ e b de modo a valer a igualdade
@+5]=la +]p|?

Resolveremos a questao tanto na representacao de flechas como na de n-plas.

* Representacao geométrica (flechas),

) _\ b -
onde as flechas sao quaisquer.
c=a+b
Por outro lado a equagao |¢| = |d| + ‘b‘ s6 sera valida se as flechas tiverem a mesma

direcao e o mesmo sentido.

Em outras palavras, o angulo entre elas deve ser 0°.

 Representacao algébrica (n-plas),
(2,9)
= (@,y)

onde as n-plas sdo quaisquer (suponhamos duas dimensoes, para facilitar).

SN R

g = d+b
(z+2y+vy) = (z,y)+ (2",y)
¢c = a+bd

\/(m L2+ (Y +y)2 = \/x2 T2 4[24y
2?4+ 200 + 32 + 7+ 2y +y? = @y 202 g2 2R + 2 4 2 4y
ZL':L" + yy/ — \/IQ + yZ\/xIZ + y/2

Eleva-se ao quadrado (onde ha que se considerar que a igualdade wa/+yy'=—v/22+y2\/ 22+y2,
correspondente a igualdade ¢ = a — b, tem o mesmo quadrado).

x2x/2 _I_ 2:L,1,/yy/ + y2y/2 — :L,2I/2 ‘|‘$2y/2 _|_ y2x/2 +y2y/2
0 = zy — 2y
/

Y Y

x! T
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As projegoes proporcionais significam que os dois vetores tém a mesma direcao, e o
caso ¢ = a + b (conforme o enunciado) corresponde ao mesmo sentido (o caso ¢ = a — b,
sentido contrario).

Produto Escalar

O produto escalar é mais uma operacao que se define para vetores—além das operagcoes
necessarias para se definir um espago vetorial, quais sejam, soma de vetores e multiplicacao
por um escalar. Nesta operacao, os operandos sao vetores e o resultado é um escalar. A
notacao utilizada é um ponto,

a.b

» Na representacao geométrica, se d e b sao dois vetores que formam entre si um angulo
a?

RN Y

—

o produto escalar a.b é
ab cosa .
az\ [z
* Na representacao algébrica o produto escalar (a,, ay, a.).(by, by, 0.), ou [a, || a, |, é
a’Z a’Z
azby + ayb, 4 a.b,

Pode-se ilustrar numa situacao simples que as duas definigoes sao equivalentes. Consi-
deremos um sistema de dois eixos (referencial) com um deles coincidindo com uma das
flechas (@ por exemplo) e o plano dos eixos contendo as flechas,

azb, +ayb, = a(bcosa)+ zero.b,
ab cos o .
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Ocorre que a quantidade a,b, + a,b, + a,b, é conservada (ndo é alterada) quando se
roda o sistema de eixos®. Ela ¢ sempre igual a ab cos . Assim, o produto escalar depende
apenas dos vetores e nao depende do particular sistema de eixos escolhido”.

O produto escalar é comutativo, ou seja, nao depende da ordem dos fatores. E
distributivo; @.(b+ &) = @.b+ a.c.

Com o produto escalar pode-se calcular o angulo formado por dois vetores dados,

azby, + ayb, B

a.
cos o = = —
ab ab

Exemplo. Na resolucao algébrica do problema 4 (a pagina 16) a igualdade

ZEZL‘I—f—yy/ — \/m2+y2\/:v’2+y’2

D

ab = ab
donde
ab ]
cosqy = — =
ab
a = 0°.

(Médulo de um vetor é a raiz quadrada do produto escalar consigo mesmo.)

Dois problemas propostos

1 - Calcule o médulo da resultante de trés vetores 1s°

com modulos iguais a 5 unidades e direcoes dadas

pelos angulos da figura, bem como o seu angulo com 30

o primeiro vetor a. Resposta: 14,2 unidades; 25° 7’ 567 . o

-

2 - Determine algebricamente como devem ser as direcoes de dois vetores @ e b de modo

N — 2 = g 2 /
a valer a 1gualdade ’(CL + b )‘ = |a|2 + ‘b ‘ . y__z , vetores perpendiculares.
)

x/

8Fato cuja demonstracdo encontra-se além do escopo do presente texto. Veja-se por exemplo Herbert
Goldstein: Classical Mechanics, Addison-Wesley Publishing Company, capitulo 4.

9Este ¢ de fato o conceito de escalar, ja referido & nota de rodapé 6 pagina 10 qual seja, um valor
invaridvel sob mudanca de sistema de coordenadas.



Capitulo 2

Cinematica

A Cinemdtica é a parte da Mecanica que trata da descricao dos movimentos. Por outro
lado ao relacionarmos os movimentos com a inércia dos corpos e as forcas aplicadas
estaremos tratando com a parte da Mecanica denominada Dinamica. A Dinamica serd
objeto dos proximos trés capitulos.

Quando um corpo se desloca ele pode girar. O corpo realiza nesse caso os movimentos
de translacao e de rotagao concomitantemente. Contudo, se o corpo for suficientemente
pequeno comparado com os deslocamentos que realiza poderemos desprezar suas dimensoes
e seu movimento de rotacao. Um corpo nessas condigoes é denominado particula. Neste e
nos proximos trés capitulos nos restringiremos ao estudo dos movimentos de translagao.

O movimento de uma particula é descrito fornecendo-se sua posicao (7) em cada
instante (¢). A posigao escrita como funcao do tempo, ¥ = 7(t), recebe o nome de
equagao horaria. Na descricao dos movimentos também sao importantes a velocidade e a
aceleracao do corpo, como sera mostrado a seguir.

Aproveitaremos ainda para introduzir neste capitulo os conceitos mateméticos de
deriwada e integral.

2.1 Velocidade e Aceleracao

Apresentar-se-4 inicialmente o conceito de velocidade média num intervalo de tempo e em
seguida os conceitos de velocidade e aceleracao instantaneas.

Velocidade Média

A wvelocidade média (Une4i0) num intervalo de tempo é a varia¢ao do vetor posicao (o vetor
posigao final menos o vetor posigao inicial) dividida pelo intervalo de tempo,

. AT
Umédia = At .

Consideremos uma particula que se move num caminho e convencionemos uma origem
no espaco fisico. Em dois instantes diferentes, separados pelo intervalo de tempo At,
podemos desenhar duas flechas da origem até a particula, que representam as duas
posicoes.
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A variacao do vetor posicao, neste intervalo de tempo, sera representada pela flecha

A flecha foi obtida somando-se o vetor posicao final com o simétrico do vetor posicao
inicial. Divide-se agora pelo intervalo At, obtém-se uma flecha de mesma direcao e sentido

4

A menos de um fator de escala arbitrario, que pode ser introduzido, esta ultima flecha

mas comprimento diferente,

representa a velocidade média da particula no intervalo de tempo considerado.

Problema 5

Um automével percorre metade de um caminho retilineo a 40% e a outra metade
a 60 % Calcule sua velocidade média nesse percurso.

: o

Sendo retilinea a trajetéria podemos resolver o problema apenas com escalares.

_ As
Umédia = N
onde As é o espago percorrido,
B As
A+ Aty
As/2 A
Aty = B3/2_ L8
U1 80
As/2 A
Atg - S/ - 78
Vs 120
A
= 2% yglm
As n As
80 120

Problema 6

k
hora
estrada retilinea. Calcule sua velocidade média.

Um automovel anda metade do tempo a 40 == e a outra metade do tempo a 60 % numa
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As
Umédia = E

ASl —+ ASQ
At
At

At

_ 08306t oy,
- A\t - hora

Velocidade Instantanea; Derivada e Integral; Aceleracao

A welocidade num instante (v) é a derivada da posigao em relagao ao tempo. Uma derivada
é o valor para o qual tende a razao entre duas quantidades dependentes uma da outra,
quando o divisor torna-se cada vez menor. Assim, por exemplo, se na figura da pagina 19
considerarmos um intervalo de tempo At cada vez menor, a variacao do vetor posicao,
AT, também em geral se modificard (ver figura), mas de tal modo que a razao %f tende

—— —

Y2+ (o 'b \ ~
o, ffusbr TN
. . ¢ = =~ ~
FYNYIIN Y fivol ~— T

/‘\w"b\- Av¥
-

a um valor determinado, tangente a trajetdria, caracteristico de cada posigao (ou de cada
instante). Quando o intervalo de tempo At considerado é cada vez menor o deslocamento
A7 torna-se proporcional a At e a constante de proporcionalidade é a velocidade ins-
tantanea.

A seguir serd apresentada uma conceituacao detalhada de derivada. Consideremos, por
simplicidade, no restante desta secao e na proxima secao, apenas o caso unidimensional,
a menos quando especificado.

Seja uma funcao y = y(z) continua e univoca'® em um certo intervalo e consideremos
To um ponto desse intervalo e Ax o acréscimo da variavel . Quando a varidvel, com
valor xg, sofre um acréscimo Az a fungao sofre um acréscimo Ay = y(zo + Ax) — y(zo).

A relacao
Ay _ y(zo + Az) — y(x0)
Ax Ax

0Funcao unfvoca num intervalo é aquela que assume um e apenas um valor para cada valor da varidvel
independente contido no intervalo.
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é a razao dos acréscimos. Chama-se derivada da fun¢ao y = y(x) no ponto xy ao limite,
finito, caso exista, da razao dos acréscimos quando Ax tende a zero,

lim 2V
A;IEO YA
e indica-se assim,
Ay
I P
y(xo) ou e
zo

(leia-se derivada de y com rela¢do a x no ponto xy).

Como exemplo vejamos o caso da derivada de uma poténcia. As funcoes poténcia e os
polindémios sao usados para descrever alguns movimentos simples. A definicao de derivada

7

e

dy .. yle+ Az) —y(x)
% o AI;IEO Nzx

Se a funcao y é a poténcia ™, onde n é constante, teremos

da" lim (x + Az)" — 2™
dx - Ax—0 Nz

A quantidade (z+ Ax)", conhecida como Bindmio de Newton, é igual a z" + 22"t A a+
%x"‘Q(Ax)Q + ...+ (Az)". Teremos

n n(n —1
— = lim - -
dx Ax—0 ASL’
—1
— AlimO (n " n(n2 )x”_Q.Ax + .. )
xr—r
= na"t

ou seja, para derivar uma poténcia multiplicamo-la pelo expoente e diminuimos esse
expoente de uma unidade. Por exemplo, a derivada de 2® no ponto x = 2 é

dz3

| = 322 =322 =12.
dx x’

o 2
2

Graficamente a derivada é a inclinagao da curva do grafico. A inclinacao da curva em
um ponto é o coeficiente angular 2—2 da reta tangente a curva naquele ponto. A altura
(ou seja, o valor da ordenada) do grafico da funcao y/(x) é igual a inclinagao da funcao
y(x).



2.1 Velocidade e Aceleracao 23
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Passemos agora ao conceito de integral. Conforme se mostrara adiante a operacao de
integracao é a inversa a operacao de derivacao, ou seja, para obtermos a func¢ao primitiva
y(x) a partir da derivada y{z) deve-se integrar y/(x) ao longo da varidvel x.

Seja a fungao y' = y/(x) univoca no intervalo a < z < b. A integral dessa func¢ao desde

a até b é o limite da somatdéria dos produtos y/(z). Az quando os incrementos Az tendem
a zero,

b
li (x).Ax .
Jim > yle). b
Denota-se esta integral com o simbolo

/a by'(a:) dx

e lé-se integral (definida) da fun¢ao y'(x) ao longo da varidvel x desde a até b. A fungao
y((x) recebe o nome de integrando e dx é chamado diferencial da varidvel x. O produto
yl(x)dx é o elemento de integragao.

Se substituirmos o limite superior b da integral pela prépria varidvel x (e substituindo,
no integrando, a variavel x pela varidvel de integracdo z,,) o resultado da operagao
LY @) AT, (OU s€jR, Mg, 0 >0 Ylwm) Ay, ) passa a ser uma fun¢do de z, denomi-
nada func¢do integral, func¢ao primitiva ou integral indefinida da funcao y/(x).

Deduzamos a expressao da integral de uma poténcia. Para tanto utilizaremos o fato
(demonstrado a pagina 26) de que a integragao é a operacao inversa da derivagdo. Sabemos
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dxn+1
ue = 1) ™ .
d dx (n+1)x

Integrando ambos os membros tem-se

x d(En+1 T
= 1 " .
/0 - dx (n+ )/Oa: dx

A integral da derivada é a prépria funcao, e entao

x n+1
/x” dr = v
0 n+1

Assim, para integrar uma poténcia soma-se uma unidade ao expoente e divide-se pelo
expoente mais um.

Notemos que lima,_,0 X8 ¢/(x) Az é o valor da drea sob o gréfico da funcio y(z). A
somatoéria Y0 y(z) Ax é a drea de uma sequéncia de retangulos como mostra a figura;

)
p

/, '_.::r—--—\l.T

AN

e
a z“x b X

e no limite em que Az tende a zero a somatoria reproduz a drea sob a curva.
. 3.2 ,
Por exemplo, a integral [z“dx é
3
333 33 13

| =2 - = =866 .
3 3 3 7

1

Este é o valor da area hachurada na figura que segue.

=<

A
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Ainda exemplificando note-se que x = /y. Calculemos ff’\/g dy ,

/jy;dy _ yg _ 3(9;_13)

= 17,33 .
Este é o valor da area hachurada junto ao eixo y.
Y
7 \\'\Y‘!
!
i
L
l
i
t
4 !
|
i
'
]
|
4 '
¢ —
1 2 3 X

Os graficos da figura a pagina 23 podem ser entendidos do ponto de vista da definicao
de integral. Na figura abaixo a altura y(z) — y(zero) no grafico superior representa a drea
acumulada sob o grafico inferior, até o valor da coordenada x; e quando y(z) < 0 a area
acumulada diminui.

e A
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Para demostrar que a integracao é a operagao inversa da derivacao deduzamos a
definigao de integral a partir da definigdo de derivada. Se a funcao y/(x) é a derivada

de uma fungao y(z), ou seja
Ay
/ — 1 e
v(@) = lim, Ae -
procuremos qual é a operacao algébrica que deve ser realizada para se obter Ay a partir
de y(z) e Ax. Multipliquemos ambos os membros da igualdade por Az e consideremos

o limite quando Az tende a zero,

Ay
. /, _ . .
A, el = (m-ggﬁo m)
. Ay
= AR A

Somemos membro a membro as igualdades desde xy até x,

Y lim Az.y(z) = > lim Ay .

NAx—0 NAx—0
o Zo

A soma dos limites é o limite da soma,

1 1
. /, _ .
Am 2 o) fe = Lm0 &y

y(x1) —y(wo) = lim > yfw) Az,
zo

que é a definigdo de integral. Note-se que a integral indefinida y(x), que é y(zo) +
limag 0 225, ¥(7) Az, é determinada a menos de uma constante aditiva y(zo) (qualquer
fungao y(«z) + constante tem a mesma derivada que y(z) ).

A respeito das fungoes integrais e derivadas podemos afirmar,

e Num extremo (méximo ou minimo) ou num ponto estacionédrio da fungao integral a
derivada é nula.

e Um zero (se existir) nao tem relacdo com um zero (se existir) da derivada. Sao

situacoes independentes.

Num méximo da integral sua derivada segunda (derivada da derivada) é negativa.

Num minimo da integral sua derivada é positiva.

Num ponto estaciondrio da integral sua derivada segunda é nula.

Num ponto de inflexdo da integral (ponto em que a curvatura muda de sentido) sua
derivada segunda é nula.

Num ponto de inflexao da integral sua derivada primeira tem um extremo.
e Um vértice (ou quina) na fungao integral corresponde a um salto (descontinuidade)
na derivada.

A velocidade U é a derivada da posicao 7 em relacao ao tempo. Podemos denoté-la
por ‘;—f . A aceleracao é a derivada da velocidade em relacao ao tempo, %f .

A variacao da velocidade é a integral da aceleracao ao longo do tempo. A variagao da
posicao é a integral da velocidade ao longo do tempo.
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Problema 7

O movimento de um corpo é descrito pela fungao horaria s = t3 — 6t> + 5t (s em metros,
t em segundos). Desenhe os graficos da velocidade e aceleragao (escalares) em funcao do
tempo.

Desenharemos também o grafico da funcao horaria. Para isto é interessante conhecer
os zeros da fungao. Igualemos s(t) a zero,

3 —6t2+5t = 0
(t*—=6t+5)t = 0 — t,_, = Os.
1
t2—6t+5 = 0
.o 63620 ~ fy,_, = LIs.
2 Nty = 5s.

A velocidade é a derivada da posicao,
v=3t"—12t+5.
Para desenhar seu gréafico achemos seus zeros,

3t2—12t+5 = 0

. REVIITI-G0 ot = 04Ts.
6 Nty = 3,55s.

As posigoes em t =0,47s e t = 3,55 s (posigdes extremas) serao respectivamente

0,473 —6.0,47° +5.0,47 = 1,13m
e 3,55°—6.3,552+5.3,55 = —13,13m.

A aceleracao é a derivada da velocidade,

a= 6t—12 .
Achemos seu zero,
6t—12 = 0
t(azo) = 2s.

A velocidade em t =2s (velocidade extrema) é
3.22-12.2+5=—-Tm/s.
A posicao em t =25 (inflexdo da curva horéria) é
2°—6.2°4+5.2=—6m.

Os gréficos encontram-se na figura.



Cinematica

28

s A{“)

-42



2.1 Velocidade e Aceleracao

Problema 8

Dado o seguinte grafico espagoxtempo esboce qualitativamente os
velocidade x tempo e aceleragao x tempo correspondentes.

A espago
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£
]

Seguem os graficos.
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Problema 9

Um foguete se move com aceleracao (escalar) dada pelo grafico seguinte.

29

graficos
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Esboce qualitativamente os graficos da velocidade, do espaco percorrido e da derivada
da aceleracao em relacao ao tempo, em funcao do tempo. Suponha velocidade inicial e
espaco inicial nulos.
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2.2 Os Movimentos Mais Simples

Sao os movimentos retilineo uniforme e retilineo uniformemente variado.

Movimento Retilineo Uniforme

Neste movimento a aceleracao é nula e a velocidade é constante,

A velocidade é a integral da aceleracao, e como o integrando é nulo a integral também
é nula!!,

t

o(t) — v(0) = /Oadt ~ 0
o(t) = v(0),

ou seja, a velocidade é constante. Integrando a velocidade ao longo do tempo tem-se a
equacao horaria;

s(t) — 5(0) = /tvdt

0
t

= U/dt,
0

porque o integrando ¢ constante, donde
s(t) =s(0)+ vt

(s(0), ou s, é a posigao inicial). Graficos relativos a este movimento sdo os seguintes.

. t . . . ~ N a
LA rigor deve-se escrever fo adt; onde t; é a varidvel de integracao, mas por simplicidade e suficiéncia
omitir-se-4 doravante o subscrito ¢ nas integrais indefinidas.
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Movimento Retilineo Uniformemente Variado

Neste movimento a aceleracao é constante diferente de zero,
a(t)y=a (a#0).

Integrando,

o(t) — 0(0) = /Otadt
v(t) = v(0)+at,

onde v(0), ou vy, é a velocidade inicial. A equacao horéria sera
t
s(t) = so +/ (vo + at) dt
0

t t
= so—l—/vodt—l—/atdt
0 0

= sotuvt+zat?

(a integral de uma poténcia estd descrita nas paginas 23 e 24). Seguem os graficos.
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T tempo
A Vonu'ol ao‘e
vo<{ _
o ‘(Qm?o
A aco.Qeragao
P tempo

Queda Livre na Terra

O exemplo mais comum de movimento com acelera¢ao (aproximadamente) constante é o
de um corpo que cai, proximo a superficie da Terra. Facamos uma experiéncia. Dentro
de um tubo vertical do qual foi retirado o ar deixemos cair juntos uma pedra e uma folha
de papel.

- ] . .
L AL L Pl A g e s dpa ddd

Observaremos que os dois corpos chegam juntos ao chao. Na auséncia de resisténcia
do ar todos os corpos caem com a mesma aceleracao, em um mesmo lugar da superficie
da Terra, independentemente de sua forma, tamanho ou constituicao. Ea queda livre, ou
gravidade.
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Quando o percurso da queda nao é muito grande a aceleragao permanece constante
durante o movimento. Préximo a superficie terrestre os corpos caem com aceleracao de
9,78 m/s*> no Equador e 9,83 m/s? nos polos. Esta aceleragao ¢ habitualmente indicada
com o simbolo g.

Apresenta-se a seguir uma tabela contendo os espacos percorridos e as velocidades
para um corpo que cai verticalmente a partir do repouso. Adotaremos por simplicidade o
valor de 10m/s? para |§|. O leitor pode calcular os valores desta tabela com as férmulas
do espaco e da velocidade do movimento retilineo uniformemente variado.

aco rdo
Gompale) | Lol rrdo (i ot otk e | Velocidade (L)
()
o o) = 0
A 5 1% 10
2 20 . 20
- 45 o 30
4 20 40
45
5 125 55 50
© 180 i 60

Problema 10

Um corpo A é abandonado do alto de um prédio cuja altura é 125m. Apds 1s é lancado
um corpo B verticalmente para cima a partir da base do prédio, com velocidade inicial
50m/s. Calcule o instante e a altura do choque.

B

O L O e O e D e
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Consideremos a origem dos espagos no chao e o sentido positivo para cima. O choque
ocorrera quando as alturas dos corpos A e B, considerados como particulas, forem iguais,

hg = ha
0+50tg — 35t = 125+0.4s — 313
50tg —5t3 = 125 —5t% .
Ocorre que tg =ty — 1 porque B foi lancado 1s apds A,
50 (ta — 1) — (ta — 1) = 125—5¢3

tehoque = 35 (apds o lancamento de A) .
Obtenhamos a altura de A (ou B) no instante 3s.

hehoque = 125 —5.32
= 80m.

2.3 Composicao de Movimentos

Os movimentos sao descritos por vetores dependentes do tempo. Podemos compor dois
ou mais movimentos somando vetores posi¢ao, somando vetores velocidade e somando
vetores aceleracao.

Dada uma particula A e dois referenciais b e ¢ que mantém eixos respectivamente
paralelos entre si tem-se

TAe = Ta b+ The
VA,e = UA,b+Ub,c
ApA,e = QA b+ Qpc

onde 7, € 0 vetor posi¢ao da particula com relacao ao referencial b, 75, . é o vetor posicao
do referencial b com relacao ao referencial ¢, e defini¢oes andlogas para os demais vetores.
Por exemplo, um homem corre sobre um vagao que se move; valem as igualdades acima
(veja~se a propdsito a figura a pagina 11).

Problema 11

Dadas as funcoes horarias que descrevem o movimento de uma particula,
z(t) = 10t
y(t) = =5t +30¢t ,
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com x e y em metros e t em segundos, escreva as expressoes dos vetores posicao, velocidade

e aceleracao dessa particula e a equagao de sua trajetoria.

O vetor posicao é
(10¢, —5¢% + 30t) m .
Derivando em relagao ao tempo tem-se a velocidade e a aceleracao,

v = (10,—10t 4+ 30)m/s |,
(0, —10) m/s? .

QL
|

A equagao da trajetéria é a fungao y(x). Isolando ¢ das fungoes x(t) e y(t) tem-se

x\?2 x
v = =5(35) —5
2
x
ylx) = ——+3zx .

20

A funcado y(z) é uma poténcia do segundo grau, expressao algébrica de uma parabola.

4

Y R

60 X

Este é (aproximadamente) o movimento que ocorre quando um objeto é lancado
obliquamente em relagao ao chao, numa condicao em que se possa desprezar a resisténcia
do ar, como é o caso do lancamento de um corpo pequeno e massivo. Trata-se da
composi¢ao de um movimento retilineo uniforme horizontal com um movimento retilineo
uniformemente variado vertical. Na figura a seguir desenhou-se vetores velocidade em
intervalos regulares de tempo durante um lancamento obliquo. Ao lado foram esses
mesmos vetores desenhados com a mesma origem; observe que todas as variagoes de
velocidade apontam verticalmente para baixo. Ou seja, em qualquer instante a aceleracao

estd dirigida verticalmente para baixo.
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2 vy senf)
O tempo de voo no lancamento obliquo é 207 onde vp € o modulo da velocidade
g

2

L PENA Y ~ ~
inicial e 6 é o angulo de lancamento. O alcance é —sen26. A deducio destas expressoes
g

estd sugerida como problema (pédgina 48).

Problema 12

No dispositivo representado na figura a seguir, puxando-se a extremidade da corda, que
é inextensivel, o anel desliza ao longo da haste fixa. No instante em que o angulo 6 vale
60° a velocidade da extremidade da corda é 1m/s. Qual é a velocidade do anel nesse
instante?

WIIIIIFIIIIIVIFIFIIIIS VIIIIIFIGIXIIIIIPD PIII IV

A velocidade do anel (Une) € um vetor dirigido ao longo da haste.

Esta velocidade pode ser decomposta num componente ao longo da corda e noutro
perpendicular a ela.
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O componente na dire¢cao da corda tem moddulo igual & velocidade da mao (vmzo)
porque a corda tem comprimento constante. Da figura temos

Umaso

Vanel cos 60°

(Comentério. E errado no caso tentar projetar vetor que esteja na direcao da corda sobre
a diregao da haste.)

Problema 13

Um barco caminha com velocidade 5 km/hora em relacao a dgua e deve atravessar um rio
cuja largura é 150 m. A velocidade da dgua do rio é 4km/hora (em relagao a terra). Em
que direcao devera ser orientado o barco para que atravesse o rio perpendicularmente as
margens? Nesta situagao quanto tempo demorara para atravessar o rio?

DN

. IIIIIITITIT T I TIIITIIIT. TITITIITIINT I I TP T T T 7T I T T T T IT 77777

O barco possuird em relacdo a terra sua velocidade em relagao a dgua (U5,) € também
a velocidade da dgua (na qual estd boiando) em relagao a terra (v/,;),

Ut = Ub,a + Vayt

A soma das duas velocidades (U5;) deve apontar perpendicularmente a margem,
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onde € é o angulo que o barco forma com a perpendicular ao rio. Da figura tem-se

4

f = arcsen—
5
= 53° 7 48"
O tempo para atravessar é determinado pela velocidade U, perpendicular ao rio,

largura

Latravessar — Vbt
b

150
5000 cos 53°7'48"

= 0,05horas = 3 minutos

Problema 14

No instante em que o aviao pousava na pista de um aeroporto o vento tinha velocidade
60 km/h em relagdo ao chao e sua diregao formava uma angulo de 60° com a dire¢ao da
pista. Para voar na direcao da pista o aviao estava dirigido de modo a formar um angulo
de 30° com a pista (ver figura). Qual foi a velocidade com que a roda do aviao tocou o

,,xs’sB:/ /Z;? /
; / / /
;oSS

solo?

A velocidade do aviao em relagao ao chao Vyyizochao € @ velocidade do aviao em relacao
a0 ar Uayigoar Mais a velocidade do ar em relacao ao chao (velocidade do vento ¥y chao),

. . -
Vavido,chao = Vavido,ar + Var,chao
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Na representacao de flechas temos

_— =

Temos aqui um triangulo iséceles porque possui dois angulos iguais (na figura abaixo
a = 180° — 30° — 120° = 30°).

Entao dois lados do triangulo sao iguais,

Vavido,chdo — Var,chao
— 60km/h .

Comentario. Caso o triangulo nao fosse isoceles aplicarifamos a lei dos co-senos

c=+va?+ b2 —2abcosf para calcular o lado nao conhecido.

Resolvamos novamente o problema numa representacao por projegoes. Escolhamos
um eixo x paralelo a pista e um eixo y perpendicular a ela.

7

30°
. X
60
A resultante deve estar no eixo x,
N [¢] [}
Vavido,chao — Vavido,ar COS 30° — Var,chao COS 60
V3 1
= Vayvido,ar — Uar,chao &
2 2
e calculamos vayigo,ar NO €ix0 Y,
ZeTO0 = Uavidoar SeN30° — Vur chao sen60°

Vavido,ar = 60 \/§km/h .
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Substituindo,

Vavido,chdo — 60\/_£ — 30

= 60km/h .

2.4 Movimento Circular

O movimento circular é aquele cuja trajetoria é uma circunferéncia. Iniciaremos o estudo
resolvendo o problema de um satélite. Sera apresentada uma resolucao baseada na ideia
de se obter o movimento circular a partir da composicao de dois movimentos. E no final
desta secao resolveremos novamente o mesmo problema aplicando a férmula da aceleragao
centripeta.

Problema 15

Calculemos a velocidade de um satélite em orbita circular proxima a superficie da Terra.
O raio da Terra serd considerado igual a 6371 km'? e consideraremos g = 10 m/s?.

O satélite estd constantemente sendo atraido pela Terra. Num intervalo de tempo
infinitesimal somemos o deslocamento horizontal que ele tem devido a velocidade inicial
com o deslocamento vertical para baixo devido a atracao do planeta. Consideraremos o
intervalo de tempo de um segundo o qual, embora nao seja infinitesimal, sera suficiente-
mente pequeno porque o satélite nesse intervalo percorre um comprimento pequeno com-
parado com o raio da Terra (como veremos ele se desloca 8 km aproximadamente).

A partir do repouso qualquer corpo livre cai 5m (aproximadamente) no primeiro
segundo!3. A Terra ¢ redonda. Para que o satélite nao se aproxime nem se afaste do chao
ele deve andar em um segundo uma distancia As tal que o préprio chao (ou o mar) fique
5m mais baixo em relagao a um plano horizontal na origem O.

9]

12Mais corretamente a distancia ao centro vale 6378 km no Equador e 6357 km nos polos.
13A informacdo de que a aceleracdo da gravidade é 10m/s (aproximadamente) estd contida nesta
distancia (vertical) percorrida no primeiro segundo.
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Tracemos um diametro da Terra que passa pela origem. Os dois triangulos AOAB e
ABAC da figura abaixo sdo semelhantes porque possuem angulos iguais'4.

T

Entao
Smo B
AS N 2 . raio da Terra — DM
As = 8000m

a serem percorridos em um segundo, ou seja,

v = 8km/s .

Um fenomemo que se repete regularmente é denominado fenomeno periodico. Cada
conjunto completo de acontecimentos que se repete é denominado ciclo. Periodo (T) é o
tempo necessario para ocorrer um ciclo. O inverso do perlodo — ¢é denominado frequéncia.
E o ndmero de ciclos que ocorre numa unidade de tempo.

O movimento de um satélite ao redor da Terra é um exemplo de fenomeno periédico.
O periodo do satélite estudado no ultimo problema, por exemplo, é 5000s, ou 1hora,
23 minutos e 20segundos (o valor aproximado da circunferéncia da Terra é 40000 km,
percorridos com a velocidade de 8 km/s). A frequéncia do movimento é ﬁ voltas por
segundo ou 0,72 voltas por hora.

Nota. A unidade de frequéncia ciclos/s é também chamada hertz (em mengao a Heinrich
Hertz 1857-1894 que descobriu as ondas de radio).

140s angulos ABO e ACB sdo iguais porque possuem os lados respectivamente perpendiculares. O
angulo OBC é reto porque estd inscrito em uma semicircunferéncia.
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Descricao do Movimento Circular; Aceleracao Centripeta

Num movimento circular geralmente adotamos como origem (O) das posigoes (') o centro

do circulo. Podemos descrever o movimento por intermédio de flechas.

Ld -~
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Desenhemos as varias flechas representativas das velocidades todas com a mesma origem

(trata-se de um espago das velocidades) e analisemos trés casos.

12) Movimento Circular Uniforme. Neste caso o médulo da velocidade é constante e a
flecha representativa da velocidade desenha um circulo no espago das velocidades.

A aceleracao tem a direcao do vetor posicao e aponta para o centro da circunferéncia
(aceleracao centripeta). Os trés vetores do movimento circular uniforme num instante sao

por exemplo como na figura.

—D
RV

)

2°) Movimento Circular Acelerado. A velocidade aumenta em médulo e a flecha repre-
sentativa da velocidade desenha uma espiral crescente no espaco das velocidades. A
aceleracao possui, além do componente centripeto, um componente tangencial com o

mesmo sentido da velocidade.
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3°) Movimento Clircular Retardado. A velocidade diminui em médulo e a flecha repre-
sentativa da velocidade desenha uma espiral decrescente no espaco das velocidades. A
aceleragao possui um componente centripeto e um componente tangencial com sentido
contréario a velocidade.
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Podemos por outro lado descrever o movimento circular por intermédio de projecoes.
Desenhemos um sistema de dois eixos ortogonais x e y com origem no centro do circulo.

b o

Teremos

¥ = x T4y y

= rcosf.x+rsenf.y

O angulo 6 que o vetor posicao forma com o eixo x varia com o tempo. Definimos maodulo
da velocidade angular (w) como a derivada desse angulo em relagdo ao tempo. No caso
do movimento circular uniforme a velocidade angular é constante, 8 = wt 4 6y, onde 6,
é o angulo inicial; a frequéncia do movimento é w dividido por 360 graus, ou 27 radianos
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W w 15 CE :
(freq. = 300 — 727I'radianos) A posicao pode ser escrita como

r cos (wt+6) . T+ r sen(wt +6y) . ¥

Devemos derivar esta expressao para obter velocidade e aceleragao do movimento circular
uniforme. Para tanto é necessario saber que

dsenf dcosf dy dy du

—p —cost, —— = —senfl e prele
onde y = y(u) e u = u(x), relagoes que deixamos sem demonstragao sendo assunto dos
livros elementares de célculo (a terceira igualdade é conhecida como regra da cadeia).

Teremos
U = —wrsen(wt+0).2+wr cos(wt+6y).7

a = —w’rcos(wt+6y). 3 —w?rsen(wt+6p) .9
= —w?[rcos(wt+6y).7+rsen(wt+6). 7]

Dai se tem a aceleragao em funcgao da posicao e da velocidade angular.

a= —w’rT

Em palavras, num movimento circular uniforme a aceleracao tem a mesma direcao e
sentido contrario que o vetor posigao (a aceleragao é centripeta). No caso de um movimento

6

curvo qualquer!® a expressio acima continua valida para o componente centripeto da

aceleracao, considerando a velocidade angular instantanea.

Por outro lado, com respeito ao médulo da velocidade tem-se

— /1,2 2
Vo= vy + Uy

= \/wQ r2 sen? (wt + 0y) + w? r? sen? (wt + 6y)

(% = wr

(é a relac@o entre a velocidade do corpo e sua velocidade angular).

E se substituirmos w = 7 na expressao anterior teremos

ou em modulo,

150 grau é a volta completa dividida por 360. Grado é a volta dividida por 400. O radiano encontra-se
definido & pagina 46. A velocidade angular, que é o nimero de graus (grados, radianos) descritos por
segundo, é igual ao nimero de voltas descritas num segundo (frequéncia) multiplicado pelo nimero de

graus (grados, radianos) que existe numa volta.
16Uma trajetéria curva é, em cada trecho suficientemente pequeno, igual a um arco de circunferéncia,
e possui portanto, para cada um desses trechos, um centro de curvatura e um raio de curvatura.
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Como exemplo resolvamos novamente o problema 15 pdgina 41 aplicando esta férmula.

10m/s?

v

’U2

6,5.10°m
= 8km/s .

Ao se efetuar derivacbes de funcOes trigonométricas, como fizemos nesta secao,

obtém-se expressoes nas quais aparecem angulos multiplicados por outras grandezas.
Pode-se escrever os angulos utilizando qualquer unidade de angulo, mas ¢ entao necessério
incluir um fator multiplicativo conforme a unidade utilizada. Ha contudo aquela unidade

de angulo especialmente conveniente—o radiano—que prescinde de fator (ou seja, com
fator 1). Um radiano (rad) é o angulo que possui arco de mesmo comprimento que o raio.

4 radsano

2 radiannos —

= 57°147’ 45"

360°

Para se medir um angulo em radianos mede-se arco e raio e divide-se um pelo outro,

g(em radianos)

arco

raio

Com angulos expressos em radianos pode-se utilizar imediatamente as férmulas que

envolvem multiplicagoes ou divisoes por angulos sem quaisquer outros fatores multiplica-

tivos.

Cinco problemas propostos

1 - Dado o seguinte grafico espagoxtempo esboce qualitativamente os graficos

velocidade xtempo e aceleracaoxtempo correspondentes.

A es fa Go

-
'te*mfo



Cinematica 47

Av
AN .
\VARVA t

Aa
N\ o~
\J t

2 - Dado o seguinte grafico aceleracaoxtempo esboce os graficos velocidadextempo e
aceleracaox tempo correspondentes (considere vy = 0 e sg = 0).

~
A ¢ erg t3o

3 - Um foguete sobe verticalmente—a partir do repouso—com uma aceleracao de 20 m/s?
durante um minuto. Seu combustivel é entao totalmente consumido e ele continua livre

(com aceleracao da gravidade; |§] = 10m/s?). Calcule a altitude méxima que atingira
(despreze a resisténcia do ar). 108000 m.
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4 - Um projétil é lancado a partir do solo obliquamente segundo um angulo 6 formado
com a horizontal. A velocidade inicial é vy e a aceleracao da gravidade é §. Pede-se (em
funcao de 0, vy e g)

o tempo de voo,

o alcance e

2
2vgSeNd ., Vg o 199. 45°
; .

o angulo de lancamento para o qual o alcance ¢ maximo. o L

5 - Um cavalo anda sobre um piso horizontal com velocidade 2m/s e suspende um fardo
por meio de uma corda que passa por uma polia (ver figura). Calcule a velocidade do
fardo no momento em que a corda amarrada ao cavalo forma um angulo de 30° com a
vertical. e 1m/s.




Capitulo 3

Quantidade de Movimento

No capitulo anterior estudamos descricoes dos movimentos sem nos preocuparmos com
as regularidades e propriedades que existem nos movimentos que observamos na natureza.
Veremos agora uma lei fundamental dos movimentos dos corpos, a conservagao da quan-
tidade de movimento. Esta lei tem sido sempre (universalmente) verificada nas observagoes
e ela sera para nés um postulado a partir do qual analisaremos diferentes situacoes especi-
ficas.

3.1 Conservacao da Quantidade de Movimento

Podemos afastar progressivamente um corpo das proximidades de outros corpos de modo
que o movimento desse corpo seja cada vez menos influenciado pelos outros corpos.
Admitimos que existe um afastamento suficientemente grande a partir do qual nao havera
qualquer influéncia sobre o movimento, e a um corpo nessa situacao damos o nome de
corpo isolado. Nessa situacio, e com relacao a um referencial'” preso a um segundo corpo

)18 a aceleracao do corpo ¢ nula, ou seja, ele

estd em repouso ou em movimento retilineo uniforme!®.

que também esteja isolado (e que nao gira

Esta é a Lei da Inércia, também conhecida como Primeira Lei de Newton. Vamos
repetir,

O movimento de um corpo isolado em relagdo a um referencial inercial é
retilineo uniforme (ou, caso particular, o corpo permanece em Tepouso).

Inércia é a propriedade que possui todo corpo de se opor a modificagoes de sua
velocidade em relacao a um referencial inercial. A lei da inércia afirma o fato universal
e quotidianamente verificado de que os corpos, quaisquer que sejam, nao mudam, e nao
iniciam ou cessam, seus movimentos sem que outro(s) corpo(s) interaja(m) com eles.

Facamos um experiéncia elementar de interacao. Coloquemos uma mola comprimida
entre dois corpos isolados, inicialmente em repouso, conforme ilustra a figura. E um
sistema isolado, com interagao(0es) apenas entre os corpos que o compoem, 0s quais na
auséncia dessa(s) interagao(des) interna(s) se comportariam cada um como corpo isolado.

170 conceito de referencial foi introduzido & pagina 14.

18 A um referencial assim damos o nome de referencial inercial.

YEstamos considerando um corpo suficientemente pequeno comparado com os deslocamentos que
realiza de modo que podemos desprezar suas dimensoes e seus movimentos de rotacao. Em outras
palavras, podemos tratar o corpo como sendo particula (ver pagina 19). Neste e nos préximos dois
capitulos sempre que for utilizada a palavra corpo deve-se entender como sendo uma particula.
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A mola foi colocada com o objetivo de afastar os corpos. Ao final de um intervalo de
tempo teremos a situagdo da préxima figura (por simplicidade suponhamos que a mola
fica presa a um dos corpos).

Observa-se experimentalmente que a rela¢do entre os deslocamentos |A7 | e |AT | a
partir da posigao inicial (e também a relagdo entre as velocidades) depende apenas dos
corpos. Em outras palavras, para cada dois corpos que interagem a partir do repouso
existe um tnico valor para a relacao entre os deslocamentos®.

Este fato conduz a definicao de uma grandeza fisica que denominaremos massa inercial
(Minercial) de um corpo. Escolhamos inicialmente um corpo qualquer e convencionemos
que este possui massa inercial unitdaria. Entao a massa inercial de qualquer outro corpo
serda obtida por intermédio de um experimento semelhante ao que descrevemos, no qual
interagem o corpo em questao e o corpo de massa unitaria. Da relagao entre os desloca-
mentos (em médulo) obtém-se a massa inercial.

.
|Arunidade | . . .
Minercial do corpo — W unidades de massa inercial .
corpo

Por exemplo, se o delocamento da unidade for 20 cm quando o deslocamento do corpo

20
5

O experimento pode ser realizado em qualquer direcao e sentido do espago e os

¢ 5cm tem-se Mipercial do corpo = 4 unidades de massa inercial .
resultados, dentro da precisao experimental, sao independentes da direcao e sentido.
Ademais, quando se realiza o experimento com dois corpos que tiveram suas massas
inerciais determinadas previamente (por meio de interagdo com um terceiro corpo)
observa-se que a rela¢do entre os deslocamentos é a relacdo (inversa) entre as massas.
Este fato, verificado, é necessario para se ter unicidade na definicao da massa inercial de
um corpo, nao dependendo em principio de qual seja o outro corpo com o qual ele venha
a interagir.

As unidades de massa inercial mais utilizadas sdo o quilograma (kg) e o grama (g). A
definicao de quilograma encontra-se na pagina 2. Uma tonelada é igual a 1000 kg.

20Rigorosamente isto nio é verdadeiro e o que afirmamos foi por razoes diddticas. Existe uma ressalva
de cardter fundamental a esta afirmacao que estd comentada a pagina 60.
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A definicao da grandeza massa inercial permite que se defina outra grandeza, que
chamamos quantidade de movimento (p) ou momento linear, de um conjunto de corpos.
A quantidade de movimento é a soma dos produtos massa inercial X velocidade dos
corpos (N corpos),

N
Z Minercial; - Vi
i=1

Trata-se de uma grandeza vetorial. Ela é uma constante de movimento de um sistema
isolado. Em outras palavras, é uma grandeza conservada (que nao varia) enquanto o
movimento do sistema acontece. Por exemplo, em nosso experimento de interagao simples

temos
Minercialy - Ar? = — Minercial; - A"al

Minercialy - A701 + Minercialy - ATQ =0
onde 0 é o vetor nulo. Dividindo pelo intervalo de tempo tem-se
Minercial; - V1 + Minercial, - V2 = 0 5

ou seja, o movimento ocorre de tal modo que a quantidade de movimento final
Minercialy - U2 + Minercial, - V1 ¢ igual a quantidade que havia no inicio (no caso nula, pois
os corpos estavam parados).

Ea Conservacao da Quantidade de Movimento. Num sistema isolado a quantidade de
movimento em qualquer instante € igual a quantidade de movimento inicial.

Pfinal =  Pinicial
N N
Z Minercial; - Vfinal; = Z Minercial ; - Vinicial ;
i=1 i=1

A conservacao da quantidade de movimento—que funciona como

um principio para a Mecanica, a ser obedecido—¢é consequéncia da
definicao da grandeza massa inercial.

A preservacao desta lei sob mudangas entre referenciais
inerciais estara apresentada a pagina 121 Capitulo 5.

Problema 16

A figura mostra uma colisao.

Qual ¢ a relacao entre as massas das bolas? | ==
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A figura representa uma fotografia estroboscépica, obtida por exposicoes sucessivas
em intervalos de tempo regulares na mesma tela. Trata-se pois, na verdade, de varias
fotografias superpostas. No nosso caso temos duas bolas, uma branca e uma preta,
fotografadas quatro vezes. Por coincidéncia, ou por intencao, uma das fotografias foi
tirada no instante em que as duas bolas se tocaram. Provavelmente a bola preta estava
parada e foi atingida a partir da esquerda pela bola branca?!.

A conservacao da quantidade de movimento deve valer em qualquer direcao. No eixo

x por exemplo?? temos

pxﬁnal B pxinicial
" 3 4
Myranca - 75 Mopreta - n,; —  Mbranca - A/,
ot T Xt

onde os deslocamentos 3, 3 e 4 unidades foram obtidos da fotografia.
Mpranca

= 3

mpreta

Se raciocinarmos do mesmo modo para o eixo perpendicular y (ou em qualquer outra
dire¢@o) obteremos o mesmo resultado. De fato

pyﬁnal - pyinicial
Mpreta - 3 = Mpranca - 1

(a bola branca apds a colisao nao se desloca na direc¢ao y)

Mpranca

mpreta

Problema 17

Um garoto de massa 40kg, carregando dois tijolos
de 5kg cada um, estda sobre um carrinho de massa
10 kg inicialmente parado sobre um plano horizontal
de atrito desprezivel. O garoto langa entao os tijolos

horizontalmente no mesmo sentido um de cada vez,

com a velocidade 5,7m/s em relagao ao carrinho.

Calcule a velocidade final do carrinho.

A velocidade final (vgna) serd atingida apdés o langamento do segundo tijolo. Neste

2lExiste ainda a possibilidade (remota) de que as duas bolas tenham vindo a partir da direita e se
chocaram de tal modo que a bola preta resultou parada.

22Paralelo as linhas da pégina. Doravante, a menos de citacio em contrario, chamaremos por convencao
eixo x aquele paralelo as linhas da pagina, e eizo y um eixo perpendicular ao eixo z.
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segundo langamento temos
Pfinal = Pinicial

Orientemos o eixo com sentido positivo para a direita da pagina; consideremos que o
garoto lancou os tijolos para a esquerda.

—

—

& ;

O O e @)

=
.+.

Com relagao a um referencial fixo no chao teremos

(m garoto + mcarrinho) U final + mtijolo (_57 7 + Uﬁnal) = (m garoto + ™ carrinho + mtijolo) U1

onde v; é a velocidade adquirida pelo carrinho apds o langcamento do primeiro tijolo.
50 Vinal + 5 (=5,7 4+ Vnal) = 5Dy
Venat = 0,52+ v
Calculemos vy. Consideremos o langamento do primeiro tijolo.

Pfinal = Pinicial

e

(m garoto + M carrinho + mtijolo) v + M tijolo (_5a 7+ Ul) = 0

vy = 0,48m/s

Vfinal = 1IIl/S .
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3.2 Centro de Massa

Ainda como consequéncia da definicao de massa inercial podemos conceituar para cada
conjunto de corpos um ponto chamado centro de massa com algumas propriedades
(veja~se paginas 54 e 62). A posigao do centro de massa (7., ) é a média das posigoes 7
dos vérios corpos (N corpos) que compoem o sistema, ponderadas por suas respectivas
massas,

>

i=

N
m; T
=1
N
>_m
i=1
ou, no caso de um sistema continuo,
rdm
todo o sistema

dm

todo o sistema

Por exemplo, um sistema constituido de dois corpos de mass M nas posigoes (1,1,1) m
e (3,3,1)m, dois corpos de massa 2M nas posigdes (3,1,1)m e (1,3,1) m e um corpo de
massa 24M na posi¢ao (2,2,6) m tem centro de massa em (2,2,5) m.
AZ

~,

T
‘a.:. ..no.c--‘

'
B
:

O calculo da projecao x é

M1+ M3+2M.3+2M.1 + 24M.2
M+ M +2M + 2M + 24M

IC.I‘D. -

= 2m
e analogo nos outros eixos.

O centro de massa de um sistema isolado realiza movimento retilineo uniforme. De
fato, a velocidade do centro de massa em qualquer instante é

N

i i—1 ﬁnali

dt N

> mi

i=1
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ou

—

ﬁnali

v d
;mi dt

N
> m
i=1

que pela conservagao da quantidade de movimento (pagina 51) é

—

iniciali

2 e
N

> m
=1

ou seja, a velocidade inicial do centro de massa. Em outras palavras, a velocidade do
centro de massa de um sistema isolado é constante.

Problema 18

A figura mostra a fotografia estroboscopica de uma colis@ao. Desenhe a trajetoria do
centro de massa do sistema.

A figura nos mostra cinco instantes consecutivos de um sistema de duas bolas, uma
clara e uma escura (explicacao sobre fotografias estroboscépicas encontra-se a pagina 52).
H& quatro possibilidades de haver ocorrido a colisao; as duas bolas vieram da esquerda
para a direita (e de baixo para cima da pdgina), as duas vieram da direita, a clara veio da
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esquerda e a escura da direita, e a clara veio de cima e a escura de baixo. Consideraremos
inicialmente as duas primeiras possibilidades.

Em cada instante o centro de massa se encontra na linha que liga as duas bolas, numa
posicao determinada do seguinte modo; sendo m; e my as massas das bolas. divide-se a
distancia entre seus centros em m; + ms partes e toma-se my partes do lado da bola 1
(ou m; partes do lado da bola 2)23.

E necessaria a relacao entre as massas das bolas. No eixo x por exemplo temos

pxﬁnal o pxinicial

6 18 14 2
Meclara - Kt + Mescura - Kt Meclara - E + Mescura - E

Mclara 2

mescura

Em cada instante dividimos a distancia que separa os centros das bolas em trés partes.

N

23Esta regra é consequéncia da definicao de centro de massa. Tomando como origem das distancias a
posigao (do centro de massa) de um dos corpos, a posigao do centro de massa do sistema (constituido de
dois corpos) é [ma/(m1 + ma)]Al, onde Al é a distancia entre os (centros de massa dos) dois corpos. A
distancia do centro de massa do sistema até o (centro de massa do) outro corpo é

ma Al — mi

my + mo my + mo

Al — Al .
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Toma-se entao, em cada instante, uma parte junto a bola clara (ou duas junto a bola

O
O

escura).

QO

O centro de massa percorre espagos iguais em tempos iguais numa trajetéria retilinea,
o que é consequéncia do fato do sistema estar isolado.

Nota. H&a ainda duas possibilidades, nas quais as duas bolas estariam vindo de lados
opostos da figura. A seguir tem-se as posicoes e a trajetéria do centro de massa nesses
casos.
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Problema 19
Desenhe a trajetéria do centro de massa da colisdo descrita no problema 16 (pégina

51).

A relacao entre as massas é 3 para 1 ja calculada naquele problema. Dividimos em
cada instante a distancia entre os centros das duas bolas em quatro partes e tomamos
uma do lado da bola clara.

O movimento do centro de massa é retilineo uniforme.
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3.3 Forca

Na secao 3.1 aprendemos que a quantidade de movimento de um sistema isolado é
conservada. Entao a quantidade de movimento de um corpo s6 mudara se trocar quanti-
dade de movimento com outro corpo. Esta é a Lei da Ac¢ao e Reacdo, também conhecida
como Terceira Lei de Newton. Em palavras,

Numa colisao entre dois corpos que constituem um sistema isolado a quantidade
de movimento recebida por um dos corpos é fornecida pelo outro.

[saac Newton enunciou a lei em termos do conceito de for¢a, forma em que é mais
conhecida (veja-se & pagina 60).

Consideremos a colisao representada na figura.

< //
~ =

\sﬁ" /

\\ \‘\
AN
N

As flechas representam as quantidades de movimento. O corpo desenhado mais abaixo,

—_— - -=-

0 maior, recebeu uma quantidade

menos

que é

Esta quantidade foi fornecida pelo outro corpo. A variacao da quantidade de movimento

/ menos

do outro corpo foi

24 As demais leis de Newton encontram-se as paginas 49 e 63
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que é

o que é o mesmo que dizer que este outro corpo perdeu uma quantidade de movimento
representada pela flecha

Neste processo a quantidade de movimento do conjunto é conservada. Assim, a lei
da agdo e reagao pode ser deduzida da conservacao da quantidade de movimento (ou
vice-versa, a conservacao da quantidade de movimento pode ser deduzida da lei da agao
e reagao).

For¢a—aplicada sobre um corpo num certo instante—é a variacao da quantidade de
movimento do corpo por unidade de tempo, nesse instante,
dp
a
ou seja, a quantidade transferida por unidade de tempo. Em termos de forcas a lei da
acao e reacao pode ser assim enunciada,

Quando um corpo aplica sobre outro uma forca—denominada ‘a¢do’—o sequndo
corpo aplica sobre o primeiro outra for¢ca—denominada ‘rea¢ao’—de mesmo
modulo e direcao, e sentido contrdrio.

Consideraremos neste texto apenas a situacao simplificada e mais comumente estudada
em que 0s corpos apresentam massas constantes, enquanto interagem. Nesse caso a forca
é o produto massa X aceleracao,

dmuv dv

a - ar

Comentario.

FExiste uma ressalva, de cardter fundamental, a afirmacao a pagina 50 de que numa
interacao a partir do repouso a relagao entre os deslocamentos depende apenas dos dois
corpos; isto nao € verdadeiro quando 0s corpos se movem com velocidades compardveis a
da luz (aproximadamente 300.000km/s). Nesse caso a relagao entre os deslocamentos
depende também das velocidades. FE como a grandeza massa inercial € definida por
intermédio desses deslocamentos tem-se que a massa varia com a velocidade. Observa-se
que € cada vez mais dificil acelerar um corpo a medida que sua velocidade se aproxima da
velocidade da luz. Isto € observado no movimento de particulas elementares da matéria,
que eventualmente possuem grande quantidade de movimento embora caminhem com
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velocidades inferiores a da luz. Pode-se deduzir uma relacao entre a massa e a velocidade
a partir da hipdtese de que as leis do Eletromagnetismo (chamadas ‘equagoes de Mazwell’)
valem em todos os referenciais inerciais, e impondo-se a conservacao da quantidade de
movimento. Este assunto € objeto da ‘Teoria da Relatividade’ a qual nao nos dedicaremos
aqui. No presente texrto nos restringiremos as situagoes em que as massas dos corpos
possam ser consideradas invaridveis, o que € valido nos casos em que as velocidades sao
pequenas quando comparadas com a velocidade da luz.

A unidade de forca no sistema mks é o newton (N). Um newton imprime a um corpo
de massa 1kg uma aceleragao de 1m/s* (1N = 1kg ). No sistema cgs tem-se o dina
(dyn), iguala 1g %3, 1N = 10° dyn . Utiliza-se também o quilograma-forca, abreviado kgf
ou kg*, que é o peso de um corpo de massa 1kg ao nivel do mar na latitude 45° norte
(1 kgf = 9,80665N). E unidade utilizada em aplicagoes praticas.

Problema 20

§\ O Particulas de massa 0,2kg atingem
perpendicularmente o prato de uma balanca com

‘o velocidade 14m/s. As colisoes sao eldsticas, ou seja,
®) com relagao a balanca as particulas voltam com a

\ mesma velocidade em moédulo com que chegaram.
x Chocam-se 40 particulas por segundo com o prato.

@ Qual é a forca média que a balanca indica?

A balanca indica a forga que ela exerce sobre os corpos. O préprio mecanismo da
balanca possui inércia, de modo que ela indica a forca média.

& D final — D inicial
At At

40 (M Vginal — M Vinicial)

1segundo

onde m é a massa de cada particula. Orientemos como positivo o sentido que aponta para
fora do prato da balanca.

“X
)\
N
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Ay = 40.0.2. 14— (-14)]

= 224 newtons.

Problema 21

Um corpo de massa 10 kg gira ao redor de um eixo que ~ \\\\

nao contém seu centro de massa (conforme a figura).
A distancia do centro de massa ao eixo é 1m. A L
velocidade angular é 6 radianos por segundo. Calcule \‘
o médulo da forca centripeta que o eixo exerce sobre \ M
0 corpo.

Tratando-se de um corpo extenso integremos as varias forcas elementares,

/6dm ,

todo o corpo

onde dm é a massa de cada elemento do corpo. A aceleracao @ de cada elemento é
—w?7, onde 7 é um vetor perpendicular ao eixo com origem neste e extremidade no

elemento.

- -~

o Z ~ E.Qemew{o
/”U.’ gz’@f: ocor':o

\ ® g

b "‘:_\ /7
” \\ /
—

-
2 —
forca = —/w rdm

todo o corpo

7

-

A velocidade angular é a mesma para todos porque o corpo é rigido,
= —uw / rdm
todo o corpo
Multiplicando-se e dividindo pela massa total m tem-se

/de

2 todo o corpo

m

= —mMnmw

= - mw2 Fc.m.

)

ou seja, a forca sobre o corpo ¢ a massa total vezes a aceleracao do centro de massa?.

forca (em médulo) = 10.6%.1
= 360N .

25Tal é valido para qualquer sistema. E uma propriedade do centro de massa. Para demonstrar aplica-se

a igualdade ‘a integral da derivada é a derivada da integral’ a [ iy
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3.4 Leis de Forca

Os corpos ou sistemas de corpos do mundo fisico se movem obedecendo a determinadas
leis. Alguns desses sistemas possuem leis particularmente simples.

Uma ler de movimento é uma afirmacgao a respeito da posigao, da velocidade ou da
aceleracao de um corpo. Na Fisica as leis mais notaveis tratam da aceleracao, ou ainda,
do produto massa x aceleragao, ou forca. Tais leis de movimento, leis de for¢a, ou equagoes
de movimento, possuem a forma geral

—

mda = f

onde f, que € a forca, é uma funcao. Em outras palavras, as leis de movimento afirmam
que a forca aplicada sobre o corpo é igual a uma determinada funcao. Esta pode ser
uma funcao do tempo, da velocidade, da posi¢ao, ou pode ser uma constante ou mesmo
uma funcdo mais complicada. Estudaremos esses varios casos posteriormente (pagina 93 e
seguintes). A forma geral mda = f das equacoes de movimento é conhecida como Segunda
Lei de Newton.

As forgas podem ser classificadas quanto a sua natureza, segundo a qual sao conhecidas
a forca gravitacional, a forca elétrica, a forca magnética e dois tipos de forca nuclear,
a forte e a fraca. A forca gravitacional é universal, ou seja, existe entre dois corpos
quaisquer. E uma forca atrativa. A forca elétrica pode ser atrativa ou repulsiva e atua
entre corpos carregados eletricamente, ou é criada por campo magnético variavel. A
forca magnética existe entre cargas em movimento. As forcas nucleares sao responsaveis
pela coesao dos ntcleos atomicos dos materiais e sao observadas nos espalhamentos de
particulas elementares.

As forcas de coesao dos corpos e de resisténcia a interpenetracao dos corpos sao
entendidas como sendo forcas de natureza elétrica ou nuclear. O atrito é uma forca
de natureza elétrica.

Nos nos interessaremos neste texto por algumas caracteristicas algébricas das leis de
movimento, de modo que adotaremos um critério algébrico para classificd-las. Estudaremos
1) a for¢a proporcional ao inverso do quadrado da distancia, 2)a forga eldstica, que é
proporcional a distancia e 3) alguns modelos simples para a forga de atrito.

Forca Proporcional ao Inverso do Quadrado da Distancia

A forga gravitacional e a forca eletrostdtica sao dois exemplos de forca que diminui com
o quadrado da distancia. A lei da forca gravitacional, também conhecida como Lei da
Gravidade ou Lei de Newton da Atragcao Universal, é

Matéria atrai matéria na razao direta de suas massas e na razao tnversa do
quadrado da distancia.

Podemos escrever para dois corpos quaisquer

M, gravitacional - Tlgravitacional 7
2

Minercial - @ = — G ,
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onde G é uma constante universal, denominada Constante Universal da Gravitagdo e que
é igual a 6,67.10*111\1%22 (veja-se pagina 65), Mgravitacional € Mgravitacional SA0 aS MASSas
gravitacionais (grandeza definida a seguir) do primeiro e segundo corpos respectivamente,
Minercial € & Mmassa inercial do segundo corpo, @ é a aceleragao (do segundo corpo) em
relacao a um referencial inercial, e r é a distancia entre os corpos sendo 7 um versor que
tem a direcao que contém os corpos e aponta do primeiro para o segundo. O sinal negativo
indica que a forca é atrativa. A forca descrita estd sendo aplicada sobre o segundo corpo.

A lei de forca eletrostatica (elétrica, constante no tempo) pode ser escrita como

Q.q.
;

r2

m.d=Xk

onde k é uma constante que depende do material existente entre os corpos (para o vacuo
é igual a 8,99.109N%22) e () e g sao quantidades de carga dos dois corpos que interagem
(C é a unidade de carga coulomb). Neste texto ndo estudaremos as grandezas elétricas.
A forca de gravidade entre dois corpos é proporcional as suas massas gravitacionais.
Massa gravitacional e massa inercial sao grandezas diversas. Ocorre contudo na natureza
um fato notével, que discutiremos adiante (pagina 66), estas duas grandezas sao rigo-
rosamente proporcionais, ou sao iguais. Vejamos a definicao de massa gravitacional.
Quando um corpo esta em repouso na superficie de um planeta, este o atrai, e o chao

o impede de descer. Chamamos de peso (P) do corpo a forga com que ele é atraido. Um
peso é medido por intermédio de uma balanca, de haste ou de mola.

- &

e,

Escolhamos um corpo qualquer e convencionemos que ele possui massa gravitacional

unitaria. Entao a massa gravitacional de qualquer outro corpo sera dada pela relacao
entre o peso do corpo em questao e o peso do corpo escolhido como unidade, ambos
medidos nas mesmas condi¢oes. Por exemplo se o peso do corpo for 20 N no mesmo local
em que o peso da unidade é 5N teremos

Megravitacional do corpo = 5 unidades de massa gravitacional

= 4 unidades de massa gravitacional

A lei da atracao universal foi enunciada por Isaac Newton quem, entre os anos 1666
a 1687 (a data precisa nao é conhecida), demonstrou que um corpo sujeito a forga
proporcional ao inverso do quadrado da distancia descreve uma trajetéria eliptica (ou
ainda, parabdlica, hiperbdlica, ou circular). As érbitas elipticas dos planetas em torno do
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Sol haviam sido descritas anos antes por Johannes Kepler. Assim pois, a forca aplicada
sobre o planeta é proporcional ao inverso do quadrado da distancia ao Sol.

A forca gravitacional entre corpos com massa de alguns quilogramas, ou mesmo
de algumas toneladas, é muito pequena. Newton, em seu tempo, nao teve condigoes
de realizar uma experiéncia para medir a forca de atracao entre dois corpos de massa
conhecida. Foi Henry Cavendish que, em 1798, realizou a medida por intermédio de uma
sensivel balanca de torcao, aqui ilustrada na figura. Ao aproximar outros corpos a balanca

registrava as forcas horizontais.
pIIYIFIVII/IIN

O valor de G é 6,67.10" "' N2> ou seja, dois corpos de um quilograma2

s? cada qual
colocado & distancia de um metro um do outro se atraem com a forca de 6,67.10~
newtons. Cavendish, de posse do valor de G, deduziu a massa da Terra (problema 24).

Analisemos, com relagdo a um referencial inercial (nota de rodapé 18 a pagina 49), os
movimentos de dois corpos inicialmente em repouso que se atraem com a forca gravita-
cional. A aceleragdo de um dos corpos, qualquer que seja este corpo, depende apenas
do outro corpo (e da distancia). Este é um fato experimental. Por exemplo, préximo
a superficie da Terra®?” todos os corpos, de qualquer material, caem com a aceleracao de
9,8m/s? (indicada com a letra g; veja-se pagina 34). Por certo a Terra também é acelerada
com relagdo a um referencial inercial mas no caso essa aceleracao é muito pequena (e
podemos considerar, aproximadamente, a Terra mesma um referencial inercial).

Agora vejamos; a aceleragao de um corpo que cai é

Mgravitacional G Mgravitacional P

Minercial T2

26Trata-se a seguir da equivaléncia entre massa gravitacional e massa inercial.
2TVeja-se & pagina 67 comentdrio sobre a forca proporcional ao inverso do quadrado da distancia
exercida por um corpo esfericamente simétrico.
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A quantidade G Myavitacional/ r? depende do outro corpo e da distancia. Se todos os corpos

Meravitacional «

caem com a mesma aceleragao a quantidade —== ¢ a mesma para todos os corpos.

inercial
E—a propdsito—notavel que os corpos se atraiam com instensidade proporcional a sua

inércia.

A equivaléncia entre as duas grandezas de massa é objeto da Teoria da Relatividade
Geral.

Sendo assim proporcionais torna-se conveniente escolher como unidade de massa gravi-
tacional aquela do mesmo corpo que foi escolhido como possuidor da massa inercial
unitaria. Com isto podemos nos referir a massa de um corpo significando indistintamente
massa gravitacional e massa inercial, embora sejam grandezas distintas.

Usamos as mesmas unidades para as duas grandezas; quilograma, grama, etc.. E a lei
da gravidade para um corpo qualquer pode ser simplificada para

. M
a=—-G—5r
r

onde M é a massa do corpo que atrai.

Problema 22

Desenhe o grafico da forca peso que a Terra aplica sobre um corpo de massa 1kg em
funcao da altura a partir da superficie.

Afor;a (N)
o 6z Ap742 49443

. a&ura&m)

-981

Convencionamos como positivo o sentido de baixo para cima. A uma altura de
6371 km, igual ao raio da Terra (portanto a dois raios de distancia do centro), o corpo é
atraido com uma for¢a quatro vezes menor do que na superficie.

Um Pouco de Historia

Newton deu-se conta de que a queda dos corpos ao chao e a revolucao da Lua ao redor da
Terra sao fenomenos da mesma natureza, relacionados pela lei do inverso do quadrado da
distancia. Pode-se por outro lado demonstrar que um corpo que possui simetria esférica,
como é (em primeira aproximagao) o caso da Terra, e no qual cada elemento exerce uma
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forga proporcional ao inverso do quadrado da distancia, exercera uma forga total como
se toda a sua matéria estivesse concentrada no centro. Newton teve dificuldade para
demonstrar isso, por ser necessario o calculo integral, inexistente no seu tempo. Para
tanto criou elementos do calculo integral e diferencial, sendo seu fundador, ao lado de
Gottfried Leibniz.

O raio da Terra foi medido por Eratéstenes no século IITA.C. a partir da diferenga
das sombras no mesmo instante em duas cidades separadas por uma distancia conhecida.

A distancia da Terra a Lua pode ser obtida pelo raciocinio seguinte. Durante um
eclipse da Lua a sombra da Terra sobre ela aparece como um disco de 6,6 cm de diametro
colocado & distancia de 2m?®; o Sol estd muito mais distante (da Terra) do que a Lua?
de modo que a sombra da Terra tem aproximadamente o mesmo diametro da prépria
Terra, ou seja, 12742km; por semelhanca de triangulos tem-se a distancia. Medidas
precisas foram realizadas em 1751 por Nicolas de Lacaille e Joseph de Lalande; Lalande
permaneceu em Berlim e registrou a posicao da Lua ao passar pelo meridiano enquanto
Lacaille, concomitantemente, fez a mesma medida a partir da Africa do Sul. Por triangu-
lacao eles obtiveram a distancia.

Problema 23
Se o raio da orbita da Lua em torno da Terra é 384000 km e seu periodo de revolucao é
27 dias e 8 horas, e sabendo ainda que o raio da Terra é 6 371 km, qual é a aceleragao da

gravidade na superficie da Terra (g)?

Escrevamos a aceleragao de um corpo livre préximo a superficie da Terra, e a aceleragao
da Lua (em relagao a Terra),

o G MTerra
g - 7”2
Terra
o G MTerra
QLua =

7“2
6rbita da Lua

Dividindo membro a membro tem-se

2
o T'érbita da Lua
- QLua

T'Terra
Calculemos aru.. A dérbita é aproximadamente circular.

2
o Ulua

QLua =

28 A Lua aparece como um disco de 1,8 cm colocado & mesma distancia.
29A igualdade de tempos entre as quatro fases da Lua evidencia que o Sol estd de fato muito distante.

O Sol estd 390 vezes mais distante da Terra do que a Lua.
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A velocidade é a circunferéncia dividida pelo periodo,

e substituindo,

Problema 24

27 x 384.10°
(27 + 3).24.3600

103m/s .

ULua,

106
384.106

= 0,0027m/s?

QLua

384.106

2
6 371.103> -0,0027

(

9,8m/s? .

Sabendo que a constante da gravitacao ¢ 6,67.10 1 N% e a massa e o raio da Terra sao
respectivamente 5,983.10%* kg e 6,371.10° m, calcule a aceleracao da gravidade g.

Cavendish fez este célculo no
da Terra.

Forca Elastica

MTerra
G
Tg[‘erra
5,983.10%*
6,67.107M ——
’ (6,371.106)2
9,8m/s? .

sentido contrario; a partir de G e g obteve a massa

E a forca que tem direcao igual e sentido contrario ao deslocamento a partir de uma

origem e cujo modulo é proporcional a esse deslocamento. Estudaremos apenas o caso

unidimensional. Escrevemos

m.a=—K As

onde K é uma constante denominada constante eldstica. O sinal negativo indica que a

forca se opoe ao deslocamento. A origem é o ponto de equilibrio®”, onde a forca é nula.

30Equilibrio é a situacdo de aceleracio nula. Os problemas 27, 28, 29 e 49 estudam situaces de

equilibrio.
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O exemplo mais tipico de forga eldstica é o sistema mola linear- massa (ver a figura).

Quando mantemos este sistema deformado e em repouso, por intermédio de um agente
exterior, a forca externa sobre o corpo é K As e a forca da mola sobre o corpo é - K As.
Os pequenos deslocamentos dos péndulos e as pequenas deformacoes dos sélidos também
obedecem a este tipo de forga (veja-se paginas 99 e 101). Ela pode ser também chamada
forca de restituicao linear sendo ainda conhecida como lei de Hooke. A linearidade esté
expressa no fato de que As aparece elevado ao expoente 1; o grafico forca x deslocamento

é uma reta.

Problema 25

Uma mola deforma-se obedecendo a tabela seguinte.

forca | deformacao
ON | Om
IN | 0,1m
2N | 0,2m
3N |0,3m

Esta mola obedece a uma lei linear? Em caso afirmativo, qual é sua constante elastica?

Esta mola obedece a lei for¢ca = 10 % As, onde As é a deformagao em metros. A mola
é linear e possui constante eldstica 10 newtons/metro. Segue sua representagao gréfica.

forsa (N)

. :>As(-m.)
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Problema 26

Uma mola deforma-se obedecendo a tabela seguinte.

forga (N) | deformagao (m)
00
3| 0,032
6 | 0,210
910,382
12 | 0,600

Qual serd a deformacao quando se aplicar uma forca de 4 N?7 Se uma pessoa pendurar
nesta mola um corpo de peso 4N e em seguida causar com a mao uma deformacao
total de 0,15m, pergunta-se, ao abandonar assim o sistema o corpo subira ou descera
(imediatamente apds soltar)?

Esta mola nao é linear. Segue seu grafico forga x deformacao.

A {orca (N)
21

=
p

p

. As (m)

06

Nao é possivel deduzir uma expressao algébrica da dependéncia da forca com a defor-
macao a partir dos dados do problema. Existem métodos analiticos que procuram valores
para parametros de func¢oes dadas que melhor ajustem conjuntos de nimeros. Nao faremos
esse tipo de andlise. Resolvamos graficamente.

A{orga

N 1

As
>
o2-m

Para uma forca de 4N a deformacao é 0,12m. E, se com um corpo deste peso
pendurado na mola uma pessoa distende-la até 0,15 m, ao abandonar o sistema o corpo
subird. Ver figura.
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_— e ——— — pcs.it,'s:o de ECIMLQi:er\o
942 m.
- < —-—— —WoV5 905(95 de en\uLQ{Ario
- ;} ST apés ter sido feménr-ado O covpo
de pese 4N

(Por curiosidade serd fornecida a forma algébrica da lei desta mola: 41/1+4 25 As—4.)

Atrito

Quando as superficies de dois corpos entram em contato e se movem ou algum agente
tende a move-las paralelamente uma em relacao a outra, aparece sempre, embora possa
ser pequena, uma forca que se opoe ao deslizamento, que chamamos forca de atrito.
Conforme o entendimento que se tem da estrutura da matéria trata-se de uma forca de
natureza eletrostatica.

Na figura acima temos situagoes em que se tem contato entre superficies. O atrito pode
ser solido, entre duas superficies sélidas, ou viscoso, quando ao menos um dos corpos é
um fluido. O atrito sélido pode ser estdtico, quando as duas superficies nao se movem
uma em relacao a outra, ou cinético, em caso contrario.

O atrito estatico ¢ um vinculo. Vinculo é uma restricao ao movimento. Nés voltaremos
adiante a tratar deste conceito (pagina 72). Um vinculo exerce sobre o corpo a forga
necessaria para que ele seja obedecido. Assim, é necessario conhecer o movimento do
sistema para se conhecer as forgas de vinculo (veja-se pagina 74). Nos problemas 28 e 35
calcularemos forcas de atrito estatico.

Existe o atrito estdtico mazximo ou for¢ca mdxima de atrito estdtico. Um modelo simples
para esta forca, e que adotaremos para efeito de resolucao de problemas, consiste em
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considera-la proporcional ao médulo da forga normal (N = |N|) entre as duas superficies,

forga méxima (em maédulo)
de atrito estatico = flest. N,

onde s, € 0 coeficiente de atrito estditico, que ¢é uma caracteristica das
superficies. Deve-se contudo fazer notar que a observacao experimental frequentemente
mostra desvios importantes com relagao a este modelo.

A forga de atrito cinético tem sentido contrario a velocidade (ou seja, desacelera uma
superficie em rela¢ao a outra) e podemos num modelo simples considera-la proporcional
ao modulo da forca normal e independente da velocidade,

forga (em médulo)
de atrito cinético = flein. N,

onde piin. € 0 coeficiente de atrito cinético, que é caracteristico das superficies. Observa-se
que ficin, € MENOT qUE flest. -

A forca de atrito viscoso tem sentido contrario a velocidade. Um modelo possivel
consiste em considera-la proporcional a velocidade,

forga (vetor)
de atrito viscoso

-
Hviscoso U -

3.5 Problemas com Varias Forcas; Vinculos

Um sistema fisico é constituido de corpos que interagem entre si e com o exterior. Os
problemas a que nos dedicaremos fornecem descrig¢oes de sistemas especificos e pedem as
aceleragoes dos corpos que constituem cada sistema, bem como as forgas entre os corpos.
Ou vice-versa, fornecem a aceleracao e pedem alguma caracteristica do sistema.

Frequentemente os sistemas incluem vinculos. Um vinculo é uma restricao ao movi-
mento de um corpo; por exemplo, o trilho, que obriga o trem a permanecer sobre ele; a
corda de um péndulo; o chao, que obriga os corpos a permanecerem acima dele, etc.. Cada
maneira de se acoplar corpos constitui um mecanismo, ou maquina. Em cada mecanismo
existe uma relagao definida entre os deslocamentos das varias partes, denominada relagao
de vinculo ou equacao de vinculo. Por exemplo vejamos as sequintes situagoes em que um
carretel rola sem deslizar enquanto é tracionado por uma corda nele enrolada (a relagao
entre os raios é 2/1 na 1.2, na 3.2, 5.* e 7.* situagoes; As significa deslocamento). Ver
figura.



3.5 Problemas com Varias Forgas; Vinculos 73

3 As

o ¥ )

:

a0 2 crrebl

velel

>

3
cernitet,

rof =

it
O

A
S

AS - :—-As

PPkl E
R

Raciocinemos por exemplo com a segunda situacao. Se o carretel se mover uma
distancia As, para a direita por exemplo, um comprimento de corda igual a As se
desenrolard do carretel. Portanto a mao se move As devido ao movimento do carretel
mais As devido a corda que se desenrola; 2 As portanto (ver figura a seguir). As outras

situagoes sao analogas.
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Um vinculo exerce sobre o corpo a forga necesséria para que ele seja obedecido (até
um limite em que o vinculo é rompido). Sendo assim as forgas de vinculo sdo incégnitas
do problema, ou em outras palavras, é preciso conhecer o movimento do sistema para que
sejam calculadas as forcas de vinculo. Um exemplo simples é a determinacao da forca que
um trilho exerce sobre um vagao de trem em uma curva circular no plano horizontal; é
necessario saber a velocidade do trem (além do raio da curva) para calcular m ”72

Nos problemas que seguem analisaremos varios mecanismos. As resolugoes tém como
ponto de partida a forma ma = f das equagoes de movimento.

Problema 27

.La%(a.

Pendurou-se cuidadosamente um corpo de massa 0,1kg em
uma mola de constante eldstica 10 N/m, de modo que no final
do processo o sistema ficou em equilibrio (ver figura). Qual foi
a deformagao ocorrida na mola? (¢g=10m/s?.)

ré
L
[ é ma=f

Desenharemos um esquema do corpo em questao com as forcas de interesse. Orien-
taremos o eixo vertical com o sentido positivo para cima.

At

O corpo estd em equilibrio (e =0m/s).
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0 = KAs—myg

0,1.10
10

= 0,Im .

A igualdade 0 = KAs—m g pode ser enunciada como No equilibrio a soma das for¢as
aplicadas sobre o corpo € nula. .

Problema 28

Um menino tentou empurrar uma locomotiva

estacionada sobre um trilho horizontal,

= exercendo sobre ela uma forga de 1N. A
locomotiva pesa 200000 N e estava freiada,
sendo que o coeficiente de atrito das rodas

U U\u Q&\‘ ; ; ; U U com o trilho é 0,5. Qual foi o valor (do

modulo) da forga de atrito? Qual é o valor

(do médulo) da forga de atrito maxima?

A locomotiva esta em equilibrio.
0 = fmenino - fatrito
= 1- fatrito

fatrito = 1IN .

Por outro lado a forca de atrito maxima é

test. N = 0,5.200000 = 100000N .
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Problema 29

O bloco A do sistema ilustrado pesa 80kgf. O
coeficiente estatico entre o bloco e a mesa é 0,6.

Determine o peso maximo do bloco B para o qual

o sistema permanece em equilibrio.

]

Eixo y (ver 2.* nota de rodapé a pagina 52):

ma, = fy
0 = T sen60° — pesop
3
pesog = T \2_

onde T' é a tensao (ou seja, o médulo da forga aplicada) na corda de inclinagao 60°.
Calculemos T' (na situagao de tensdo méxima).

Eixo x: ma, = fg
0 = T cos60° — fatrito méxima

1

= T- — Hest. PESOA
2

Tméximo = 2. 076 .80
— 96kef .
Substituindo,

3
pesop = 96 \é_

maximo

— 83,19kef .
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Problema 30

Qcentripeta

Uma estrada possui uma curva nao inclinada
cujo raio é 180m. O coeficiente de atrito
(estdtico) entre as rodas dos automdveis e a
estrada é 0,5. Qual é a velocidade maxima
possivel nessa curva? (g=10m/s?.)

,02
r
Uméxima — \/ Qcentripeta méxima, - T

Calculo da aceleracao centripeta méaxima,

ma =

M . Geentripeta méxima,

Qcentripeta méxima —

Uméxima = 5. 180

=
f
U . peso
p. g

"

= 30m/s (108km/h) .

Problema 31

Um bloco (A) de massa 40kg, colocado
sobre um plano de inclinacao 30° e de
atrito desprezivel, estd ligado por uma corda
através de uma polia a um segundo corpo
(B) de massa 15kg suspenso verticalmente
(conforme figura). (A corda e a polia
tém massas despreziveis e se movem com
atrito desprezivel.) Calcule a aceleracao (em
moddulo) de cada bloco e a tensao na corda.

(9=10m/s?.)
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Os dois blocos possuem a mesma aceleracao porque sao vinculados por uma corda
de comprimento constante. Sendo assim podemos calcular a aceleragao com uma tnica
equacao de movimento para os dois corpos em conjunto. (Contudo em outros sistemas em
que o(s) vinculo(s) seja(m) mais complexo(s) necessitaremos escrever vérias equagoes de
movimento e incluir ainda a(s) equagao(des) de vinculo; veja-se problemas 34, 35 e 36.)

Desenharemos apenas as projecoes das forcas ao longo do caminho permitido. As
projecoes perpendiculares a esse caminho tém resultante nula.

(ma +mp)a = mpg—ma g sen30°
1
(40+15)a = 15.10-40.10.
a = —0,91m/s* .

O sinal negativo significa sentido contrario ao convencionado como positivo. Para
calcularmos uma forga interna do sistema escrevemos a equac¢ao de movimento de um dos
corpos. Por exemplo, para o bloco B,

mpa = mpg—"1T
15(-0,91) = 15.10-T

T = 163,3N .

Pode-se fazer uma verificacao algébrica com o bloco A, para o qual m a deve ser igual
a f;
40 (—0,91) 2 163,6 — 200
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Problema 32

Os corpos A, B e C, de massas bkg, 10kg e

20 kg respectivamente, estao ligados por cordas e

roldanas conforme mostra a figura. (As cordas e A

roldanas tém massas despreziveis e se movem com .

atrito desprezivel.) Sabendo-se que o coeficiente B .

de atrito entre os corpos A e B € 0,9 e o coeficiente
de atrito entre o corpo B e a mesa é 0,5 pede-se a
aceleragao do sistema e as tensoes nas duas cordas

(9=10m/s?).
-
.<|—
Df [1\
(ma+mp+mc)a = Mcg— UBmesa (Ma +mMp)g —2uaBMAg
35a = 200—75—2.45
a = 1lm/s* .
Bloco A:
<
S
ma a = T\ — papmag
5.1 - T, — 45
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Bloco C: [}

mca = mcg— 1T
2001 = 20.10—-"15

T, = 180N .

Verificagao (bloco B):

mpa 2 T2 - Tl - fatrito,A - fatrito,mesa

Problema 33 \:?\\

Um bloco esta escorregando para baixo sobre
uma rampa de inclinacao 30°. O coeficiente
de atrito do bloco com a superficie da rampa
é 0,231. Calcule a aceleragao do bloco (g =10m/s?).

IS

+

ma = componente do peso — [ .normal .

O componente do peso normal ao plano (que nao estd desenhado na figura) tem
modulo m g cos 30°.

ma = mgsen30° — pumgcos30°

1 V3
— 10--0,231.10 %2
“ 9 2

= 3m/s* .
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Problema 34 T,

No sistema da figura os blocos 1, 2 e 3 possuem as massas
respectivamente iguais a 100kg, 200kg e 300kg. As cordas
e as polias tém massas despreziveis e se movem com atrito
desprezivel. Calcule as aceleracoes dos trés blocos e as tensoes

nas duas cordas (¢g=10m/s?). D
S

Este sistema apresenta vinculos mais complexos, de tal modo que as aceleragoes dos
varios corpos sao diferentes entre si. Para resolver o problema é necessario escrever uma
equagao para cada movimento (equagoes de movimento) e em seguida escrever as equagoes
de vinculo. O sistema fisico fica assim representado algebricamente por um conjunto de
equagoes, com tantas equagoes quanto sao as incégnitas. Para conhecer qualquer uma das
incégnitas é necessario resolver o problema todo.

Equagoes de movimento.

H4 trés movimentos, que sao as translacoes dos trés blocos®'. Entdo,

N

lﬂ] ] [ [A
)

v V

miay = 1y —myg Mmoay = 1o—Mog mgas = I3—mMm3gg

onde convencionamos como positivo o sentido para cima. Temos trés equacoes com seis
incognitas, a1, 11, as, Ts, az e T3. Mas os movimentos destes blocos sao relacionados entre
si, conforme segue.

3INos casos em que o sistema inclui rotacdes de corpos de massa ndo desprezivel devemos escrever
também as equagoes para essas rotacoes. Neste capitulo nos limitaremos aos movimentos de translagao.
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Equagoes de vinculo.
T, =T

porque®? a polia inferior tem massa desprezivel. Ademais,

T3:T1+T2

por duas razoes, 1) tendo a polia inferior uma massa desprezivel a resultante sobre ela é
desprezivel e 2) a massa da polia superior ¢ desprezivel.

A 1ltima equagao é uma relacao entre as aceleragoes devido a terem as cordas compri-
mentos constantes. Especifiquemos os comprimentos zi, 23, 23 € x por intermédio da
figura a seguir,

N
W
X

S

T + 23 = constante

onde essa constante é o comprimento da corda superior (menos a parte da corda encostada
na periferia da polia). Ademais,

(Z1 — x) + (Zg — I) = constante’
onde constante’ é o comprimento da corda inferior (menos a parte encostada na polia).
Somente os comprimentos zq, 2o € z3 apresentam interesse, por determinarem as posigoes
dos blocos, de modo que eliminaremos x substituindo a primeira igualdade na segunda,
Z1 + 29 + 2 z3 = 2 constante + constante’

da qual a derivada segunda (em relagdo ao tempo) é

a1+a2+2a3 =0 .

32Esta igualdade foi apresentada aqui como uma equacao de vinculo mas a rigor ela deveria ter sido
apresentada como a equacao de movimento de rotagao de uma roda de massa desprezivel, tratando como
equacgoes de vinculo apenas as relagoes entre aceleracoes. Preferiu-se contudo deixar para se tratar das
rotagoes num capitulo posterior.
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Reescrevamos juntas as equagoes (jé substituindo 7o, =Ty e T3 = 2T});

myax
ma G2

ma3 a3

a; +as+ 2as

As trés primeiras equagoes sao
ay

a2

2&3

que somadas resultam

4.10

T

T
Da primeira equacao tem-se

300 ay

ai
E da segunda e terceira equacoes tem-se

a2

as

T, —myg
Ty —mayg
2Ty —mayg

1411,76 N .
2823,53N .

2823,53 — 300.10
4,12m/s? .

—2,94m/s? .
—0,59m/s* .

Como verificagao algébrica pode-se calcular a; + as + 2 as.

Problema 35

Um carrinho de massa 6 kg tem enrolado
em torno de uma de suas rodas uma
corda que, por intermédio de uma polia,
¢ amarrada a um bloco de massa 1kg
(conforme a figura). (A corda e a polia
tém massas despreziveis e se movem

As rodas do

carrinho tém massa desprezivel e rolam

com atrito desprezivel.

sem deslizar sobre um plano horizontal.)
Calcule as aceleragoes do carrinho e do
bloco (¢ =10m/s?).
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Existe atrito entre a roda do carrinho e o plano®?. Trata-se de um atrito de rolamento,
que é um atrito estético (veja-se pagina 71), pois o ponto da roda que toca o plano esté
parado em relagao a ele (instantaneamente parado). A condigao de rolar sem deslizar é
um vinculo entre a roda e o plano e a forca de atrito de rolamento é uma das incognitas
do problema.

Equagoes de movimento.
Tem-se as translacoes do carrinho e do bloco.

Jan\
v

A flecha representativa da forca de atrito de rolamento foi desenhada com sentido

Mcarrinho Qcarrinho — T + fatrito de rolamento Mploco Abloco — Mbloco § — T

arbitrario. Caso o sentido seja contrario a este o resultado terd sinal negativo.

Equagoes de vinculo.

Faremos aqui uma breve conceituagao sobre rotacoes. Quando ha variacao de veloci-
dade de rotagao de um corpo a quantidade fisica de interesse é a forca aplicada multiplicada
por seu brago de alavanca, e denomina-se torque. (O braco de alavanca em torno de um
ponto é a distancia perpendicular deste ponto a reta suporte da forga.) Como a roda aqui
considerada tem, para efeito de cédlculo, massa nula, o torque total sobre ela é também
nulo. As duas forcas que agem na periferia da roda sao T' e fatrito de rolamento-

Como estas duas forcas tém o mesmo bracgo de alavanca em relacao ao centro e tendem a

girar a roda em sentidos contrarios pode-se escrever®?

0 = raio.T — raio. fatrito de rolamento

fatrito de rolamento — T

33Sendo o bloco mover-se-ia em queda livre.
34Vale aqui 0 mesmo comentério da nota 32 & pagina 82.
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A outra equagao de vinculo (veja-se figura a pagina 73) é

Abloco = 2acarrinh0

Substituindo as equagoes de vinculo nas equagoes de movimento tem-se

Mcarrinho Qcarrinho = 2T
Mploco - 2 Qcarrinho =  Mbploco 9 — T .
Dai
_ 2
Qcarrinho — 2 IIl/S
_ 2
Abloco — 4 IIl/ S

f atrito de rolamento

Problema 36

LA

Equagoes de movimento.

may; = 11 —mg

T = 6N .

As duas polias do sistema ao lado sao rigidamente
ligadas entre si e o raio de uma é metade do
raio da outra. Os dois blocos, cada um com
massa 5 kg, estao amarrados a cordas enroladas
nas polias, conforme a figura. (As cordas e as
polias tém massas despreziveis e se movem com
atrito desprezivel.) Calcule as aceleragoes dos
dois blocos (g=10m/s?).

= A

mas = mg —Th
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Equagoes de vinculo.

1
T2 — 5 T1

porque a massa das polias é desprezivel e os bragos de alavanca estao na relagdo 1/2 (ver
explicagoes no problema anterior). Ademais

a, = 2a1
Dai
a; = 2m/s%.
as = 4m/s*.
77 = O60N.
5, = 30N .

Problema 37

Um rapaz de massa 60 kg desliza em um carrinho
ao longo de um plano de inclinacao 30°, com
atrito desprezivel. O rapaz estd apoiado sobre
uma balanc¢a de mola que, durante o movimento,
permanece na posi¢ao vertical (ver figura). (Ha
atrito entre o pé do rapaz e o prato da balanca;
e entre a balanga e o carrinho.) Pede-se o valor
marcado pela balanga (g =10m/s?).

A forga que a balanca aplica sobre o rapaz tem diregdo normal ao plano (porque o
carrinho desliza livremente).

Portanto, se a balanca permanece na posicao vertical, sua haste nao esta na direcao
da forca aplicada. E a balanca marca apenas a projecao da forca na direcao da haste.
Chamemo-1a fieitura da balanca (8 OUtra projecao ortogonal é o médulo da forga de atrito).
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o
fleitura da balanga — fbalanga cos 30

CélCUlO de fba]anga .

eixo y:
0 = fhalanca — Mg cos 30°
V3
fbalanga = 60.10 7
— 519,6N .

Aplicando tem-se

_ V3

fleitura da balanga  — 519, 6 7

= 450N .

Problema 38

O projeto para construir uma pista
de carros de corrida possui uma
curva circular cujo raio ¢ 500m.
Os carros deverao passar por aquele
lugar a velocidade 50 m/s. Calcule a
inclinagao que deve ter a pista para
que nao haja perigo de derrapagem
(9=10m/s?).
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A forca resultante é horizontal.

forca centripeta

tanf =
peso

(Se se quiser equacionar na forma tradicional m a = f escreve-se m Geentripeta = peso tanf.)

Mas
02
Qeentripeta  — 7
2500
= — =5 2
500 m/s
donde
f = arctan —
10
= 26°33' 54" .

Problema 39

(Observagao. Este e o préximo problemas fornecerao resultados que serao utilizados na
resolucao de problemas do capitulo seguinte.)
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Um corpo desliza sobre a parte interna de um circulo vertical
de raio r (ver figura). A aceleracao da gravidade é g. Qual é
a minima velocidade com que o corpo pode passar pelo ponto
mais alto da trajetéria (ponto A) sem que perca contato com
o circulo?

Quando o corpo estiver no ponto A, caminhando com a velocidade minima possivel
para nao desprender, o circulo deixara de exercer forca centripeta e a aceleracao sera g,

’U2

minima

r

Uminima — /97T

Problema 40

Um corpo pode deslizar sobre a parte externa de um
circulo vertical de raio r (ver figura), sendo a aceleragao
da gravidade igual a g. Qual é a maxima velocidade com
que o corpo pode passar em um ponto, em funcao do
angulo § medido a partir da horizontal, sem perder contato
com o circulo? (Em outras palavras, ache a velocidade de

desprendimento em fungao de 0.)

Quando o corpo estiver num ponto do circulo, caminhando com a velocidade méaxima
possivel para nao desprender, o circulo deixara de exercer forca sobre o corpo e a aceleragao
sera ¢,

1}2

maxima

r

Uméxima = Vg7 senf

= ¢ senf
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Nove problemas propostos

1 - Um bloco (A) de massa 10kg, apoiado sobre
um plano horizontal, é ligado por uma corda
através de uma polia a um segundo bloco (B)
que estd apoiado sobre um plano de inclinagao
0,64 radianos (conforme a figura). (A corda e a
polia tém massas despreziveis e se movem com
atrito desprezivel. O atrito entre os blocos e os
planos também é desprezivel.) A aceleragao dos
blocos ¢ 2m/s?. Calcule a massa do segundo
bloco e a tensdo na corda (g=10m/s?).

2 - No sistema da figura ao lado o bloco A tem
peso de 50N e o bloco B tem peso de 30N. Os
coeficientes de atrito de ambos os blocos com
as superficies das rampas Sa0 flestatico = 0,1 €
Leinético = 0,04. (A corda e a polia tém massas
despreziveis e se movem com atrito desprezivel,
g=9,8m/s?.)

Colocado em repouso o sistema tem tendéncia
a deslizar para a direita ou para a esquerda?
Calcule a aceleragao do sistema quando ele é
abandonado a partir do repouso. Calcule a
aceleracao do sistema e a tensao na corda quando
o sistema estd em movimento.

3 - Um bloco esta apoiado sobre uma tabua cuja
inclinagao pode ser variada. E necessdrio inclinar
de um angulo de 14° com a horizontal para que
o bloco comece a escorregar. Qual é o coeficiente
de atrito (estatico) entre o bloco e a tabua?

4 - Dois blocos A e B, de massas 2kg e 8kg
respectivamente, estao apoiados um sobre o outro
e sobre uma tdbua que pode ser inclinada (ver
figura). O coeficiente de atrito entre os blocos é
0,5 e o coeficiente de atrito entre o bloco B e a
tabua é 0,4. (A corda e a polia possuem massas
despreziveis e se movem com atrito desprezivel.)
Qual é o maior angulo que se pode inclinar a
tabua sem que o sistema deslize?

Quantidade de Movimento

7 radidnas

5kg; 20 N.

Esquerda; 0m/s?; 0,15 m/s?.

0,25.

45°.
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5 - Dois blocos, cada um com massa 5kg, estao
dispostos conforme mostra a figura; um bloco
esta apoiado sobre um plano horizontal e o

outro esta suspenso pela corda por intermédio de
uma roldana. (A corda e as polias tém massas

despreziveis e se movem com atrito desprezivel.) A
Calcule as aceleragoes dos blocos e a tensao na
corda (g=10m/s?).

\/s2; 20N.

6 - Dois carrinhos, de massa 5kg cada
um estao apoiados sobre um plano de
inclinacao 30°. O carrinho da frente
tem enrolado em torno de sua roda uma
corda que por sua vez é atada ao corpo
do carrinho de tras (ver figura). As
rodas e a corda tém massas despreziveis
e se movem com atrito desprezivel; as
rodas rolam sobre o plano sem deslizar.

Calcule as aceleragoes dos dois carrinhos

e a tensao na corda (g =10m/s?). 3m/s?; 6m/s%; 5N.
7 - Uma balanca de mola estd apoiada sobre um ™
carrinho que desliza com atrito desprezivel sobre ~N ©
um plano de inclinagao 30° (ver figura). Sobre a o
TN

balanca estd um rapaz de massa 60kg. Quanto S~ = &

marca a balanga? (g=10m/s?.) \

519,6N.

L}
LLLLLLY L L LY

1

77 60° Tt . . 8 - Um corpo, amarrado a um barbante de 0,5m

/4 | ) de comprimento, executa um movimento circular ao

RO TSN DDA S redor de um eixo vertical (ver figura). O angulo que

| o barbante forma com esse eixo é constante e igual a

! 60°. Calcule o nimero de voltas que o corpo realiza

por unidade de tempo. (g=10m/s?).  1volta/segundo.
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9 - No mesmo circulo do problema 39 péagina 89 ache a velocidade em cada ponto do
circulo (em funcao do angulo § medido a partir de uma horizontal que passa pelo centro)
para que o corpo se desprenda (perca o contato) naquele ponto. A aceleracao da gravidade

égj. \/ grsend .



Capitulo 4

Energia

4.1 Introducao

As leis ou equagoes de movimento sao expressoes algébricas nas quais a aceleragao é escrita
como fungao de outra grandeza, ou mais de uma grandeza (pagina 63). Pode ser uma
funcao do tempo, da velocidade, da posigao, etc.. Por outro lado, a maneira mais direta
de descrever o movimento de um corpo é fornecer sua equacao horaria (pagina 19), ou
seja, sua posicao em funcao do tempo. Nos obteremos agora, em alguns casos de interesse,
a equagcao horaria a partir da equacao de movimento. Ou em outras palavras obteremos a
posicao a partir da aceleracao. Estudaremos alguns casos, dos quais o de maior interesse é
sem duvida o da aceleragao como funcao da posi¢ao, que inclui os exemplos mais notaveis
da natureza e nos conduzird ao conceito de energia3’.

Uma equagao que contém derivadas tem como solugao uma fungao, ou um conjunto
ay(z) _

de Y(=)
é a fungdo exponencial constante.e” (a fungao que tem derivada igual a si; o nimero ‘e’
¢é aproximadamente 2,718). As equagoes de movimento sao equagoes diferenciais, porque

de funcoes, e é denominada equacdo diferencial. Por exemplo, a solucao de

contém a aceleragao, que ¢ a derivada segunda da posi¢ao. Para encontrarmos a posi¢ao
em funcao do tempo devemos integrar a equacao de movimento duas vezes. E conforme
0 caso sao necessarias também algumas transformacoes algébricas.

O caso de forga nula resulta no movimento uniforme e o de forga constante resulta
no movimento uniformemente variado; a algebra de ambos encontra-se nas paginas 31 e
32. Estudaremos o caso de forca dependente do tempo porque tem resolugao simples.
Em seguida, como exemplo que ilustra métodos algébricos, sera apresentada a forca
dependente da velocidade. Veremos finalmente o caso da forca dependente da posicao,
cuja resolucao conduz ao conceito de energia. Por simplicidade trataremos, nas segoes
4.1, 4.2 e 4.3, apenas os movimentos unidimensionais.

350 texto que segue é conceitual e o leitor poderd optar, numa primeira leitura, por seguir diretamente
a secao 4.4, pagina 101.
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Forca Dependente do Tempo

ma = [(t)
Isolemos a aceleracao e integremos®®.
¢ 1 gt
to m Jig
1 J
v(t = g+ — tl tl y
W = w0

onde vy = v(ty). E para achar a posi¢ao s(t) integremos novamente.

t t 1 t s
to to m Jtg Jito

1 t t;
s(t) = 30+vo(t—to>+—// F(t) dts dt; |
m Jtg Jito

onde sg = s(tp).

Problema 41

Um corpo move-se em linha reta e sua aceleragao varia numericamente com o tempo
conforme a relacao a = %\/E No instante t = 0s a velocidade é 6m/s. Calcule sua
velocidade no instante 4s e o espago percorrido entre os instantes 1s e 4s.

15 ;
a = —
2
Integrando (ver pagina 24),
152 s
vV—1v9 = — —t2
23 o
v = wy+5t
v(ds) = 6458 = 46m/s .
Integra-se novamente,
4
AS(lsalls) - A (UO + 5t%)dt
D) 4
= 64-1)+5-t2
5 I
= &80m .

36 As varidveis t; e t;; sdo varidveis de integracio. Veja explicacoes & pagina 23 e & nota na pagina 31.
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Forca Dependente da Velocidade

Este caso apresenta alguns aspectos algébricos que se prestam como introdugao ao caso

seguinte, de maior interesse.

Néo é possivel integrar ao longo da varidvel ¢ porque®” nao conhecemos a fungio v(t).

Contudo
dv

ma = f(v)
dv
m = dt
f()
e integrando tem-se
m [y
v (V) 0

A integral é uma fungao ¢ = p(v,vy) que invertida fornece

( t—to)
v = U\, )
m

ou seja, a velocidade em funcao do tempo. E integrando-se novamente tem-se

t
s = sg+ [ vdt .
to

Um exemplo de forca dependente da velocidade é o modelo de atrito viscoso com forca

proporcional a velocidade (pagina 72). Temos

ma = —pv
dv
m-— = —Uuv
dt a
vd t
L
vg U m Jo
m’ = —Hy
Vo m
_M
v = 1pe mt

37Seria mftto adt = f:ﬂ fv)dt ...
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Em palavras, a velocidade diminui exponencialmente com o tempo. Continuando,

t by
/vdt = vo/e m
0 0

_M
s—Sy = mvO(l—e mt)
1

mvg

O corpo se aproxima da posicao sy +

4.2 Forca Dependente da Posicao;
Teorema da Energia Cinética

A resolucao do problema da for¢ca dependente da posicao—ou seja, achar a equacao
horaria de um corpo sujeito a uma forca dependente da posicao—contém, além de duas
integracoes, transformacoes algébricas notaveis que estudaremos em seguida. Dessas
transformacoes resultam os conceitos de energia cinética, trabalho e energia potencial,
cujas definicoes sao algébricas. As secoes 4.4 e 4.5 discutem esses conceitos visando a
sua utilizacao em problemas especificos.

Uma forga dependente da posicao é escrita como

Nao é possivel integrar ao longo da variavel t. Multipliquemos ambos os membros pelo
diferencial ds e integremos.

dv
mads = f(s)ds

/vvvdv = /:f(s)ds

—mu
2 v S0

1 1

imv2—§mvg =T

Tem-se as definicoes de energia cinética e trabalho.
. 1 9, . .
A quantidade 3 muv® é denominada energia cinética (€cingtica) do corpo.

A integral da forc¢a ao longo do caminho é denominada trabalho (T).
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A igualdade recebe o nome de Teorema da Energia Cinética (T.E.C), assim enunciado,

A wvariagao da energia cinética de um corpo € igual ao trabalho realizado
pela forca (resultante) sobre ele aplicada.

O teorema fornece a velocidade em funcao da posigao. Para obtermos a posi¢ao em
funcao do tempo prosseguimos com a algebra e outra integracao,

ds
s d t
[N
so \Jog + 2T to
P +/S ds
0 S0 U(Q)—f—%’r'

E o tempo em funcao da posicao, que por inversao algébrica fornece a posicao em
funcao do tempo.

Exemplos de forca dependente da posigao sao a atragao gravitacional e a forcga elastica.
Quanto a atragao gravitacional pode-se obter a posi¢ao de um planeta a partir da lei do
inverso do quadrado da distancia. Mais interessante neste caso é obter a distancia em
funcao do angulo, que é a equacdo da orbita. Esta dedugao, feita inicialmente por Newton,
encontra-se além do escopo do presente texto, e sobre o assunto pode-se consultar por
exemplo Herbert Goldstein: Classical Mechanics, Addison-Wesley Publishing Company,
capitulo 3; trata-se de um texto mais avancado.

O exemplo da forca elastica é apresentado a seguir.

4.3 Oscilador Harmonico

Vejamos a dedugao da equagao horéria de um sistema mola linear - massa, no qual o corpo
estd sujeito a uma forca eldstica, ou de restituicao linear. O resultado serd uma oscilagao
harmonica.

ma=—Ks (Atrito nulo.)
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d
m—vds = —Ksds
dt
m vdv = — [ Ksds

k) S0
1 1 1 1
“mo? — ~muv] = —(KSQ—KS(Q))
2 2 2 2

Como veremos na secao 4.5 a quantidade % K s é a energia potencial associada & forca
elastica (veja-se a pagina 109). Continuando,

/\f\/KOJr o

A quantidade EUS + s2 6 uma constante, que denotaremos por A%, Veremos adiante

que A é a amplitude de uma oscilacao.

s
Fazendo a substituicao e [ temos

E fazendo u = seney,

= \/z@—s@o) ;

a quantidade ¢ é denominada fase do movimento. Escrevamos ¢ em funcao do tempo,

K
o = y—t+tyo .
m

Recompondo as substituicoes feitas teremos

( z )
o= sen [1/—1t+ ¢g
m

IK
s = Asen( t—i—goo)
m
onde A = U%v%%—sg e g = arcsen%.
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Trata-se da equagao horaria de uma oscilacao. Concluimos que um corpo sujeito
a forca de restituicao linear oscila harmonicamente, em torno da posicao de equilibrio.
Utilizamos a palavra harmonico para nos referirmos a funcao seno, ou a fungao cosseno,
que descreve o movimento. Este é o movimento harmonico simples, que contém oscilagoes
de uma tnica frequéncia. Segue o grafico horario (para ¢y = 0°).

A distancia s do corpo a posigao de equilibrio recebe o nome de elongag¢do. A elongagao
méxima é a amplitude (A) da oscilacdo. A velocidade angular (w, pagina 44) com que a

fase varia é /X e a frequéncia é L /& . Podemos escrever

m 27 radianos m

v = wAcos(wt+ @)

a = —w?Asen(wt+ p)

v o= fw\/A?—s? ;

a velocidade maxima é wA e a aceleracio méaxima é w?A. Alguns graficos relativos ao

movimento, com @, = 0, sdo os seguintes®.

A forgs

A
v

= T
S I ! M g
]

oo, ' | |
“’A?\l . /—l\
W
wA -——‘,"“'“:7’,_\| -

Um péndulo simples, que é constituido por um corpo pendurado em uma corda de
comprimento constante e massa desprezivel, obedece a uma lei de restituigao linear quando
os deslocamentos a partir da posicao de equilibrio sao pequenos. De fato, a forca de
restituicao é —mg senf mas para angulos pequenos tem-se senf ~ 7 (ver figura; m é a

massa do corpo, 0 é o angulo, [ é o comprimento da corda e s é o deslocamento).

380s graficos de energia encontram-se & pagina 109.
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Temos assim

Por comparagao com o sistema mola-massa (pagina 98) a equacao horaria das pequenas
oscilagoes podera ser escrita como

s = A sen (ﬁt—l—g@o)

1 \/?
com frequéncia — (/= .
2m V[

Um corpo sujeito a uma forga de restituicao nao linear também oscila, mas o mo-
vimento é descrito por uma funcao mais complicada. Entretanto, para variagoes sufi-
cientemente pequenas qualquer fungao y(x) continua, com derivada continua, pode ser
aproximada por uma relacao linear. Este fato é descrito algébricamente por uma expansao
em série da funcao, que é assunto dos livros elementares de calculo. Limitar-nos-emos
aqui a uma ilustragao grafica.

A\/ ()

&

-
X

O coeficiente angular®® da reta que representa a curva na regiao préxima ao ponto
considerado ¢é a derivada g—g naquele ponto. Um corpo sujeito a uma forca de restituigao

39Numa relacdo linear y = ax + b, o coeficiente a é chamado angular e b é o coeficiente linear.
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qualquer f(s) e que oscila em torno da posigao de equilibrio com deslocamentos s sufi-
cientemente pequenos obedece a uma lei de forca

~ ¥

ma ~
ds

Sequilibrio

Segue o grafico (o circulo representa que se tem desenhado em escala ampliada em torno
da posigao de equilibrio).

A

O movimento é harmonico simples (a menos de pequenos desvios) sendo sua frequéncia
igual a

Sequilibrio

m

Em outras palavras toda pequena oscilagio é harménica (a menos de pequenos desvios).

4.4 Trabalho

O conceito de trabalho é utilizado para calcular a variagao do médulo da velocidade de
um corpo que esta sujeito a uma forca dependente da posicao. Ele é igual a variacao da
energia cinética do corpo. Serao repetidas aqui as definigoes ja apresentadas na secao 4.2,
incluindo o trabalho de um vetor forga (num espago bi ou tridimensional).

O trabalho T realizado por uma forga é a integral ao longo do caminho percorrido da
projecao da forca na direcao do deslocamento,

7
/ feosa dr
)

onde « é o angulo entre as direcoes da forca e do deslocamento.
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Isto é o mesmo que (pagina 17)

Note-se que caso a forga aplicada seja perpendicular ao deslocamento nao ha realizagao
de trabalho. Uma forga resultante centripeta nao altera a velocidade do corpo.

A energia cinética (€cinética, €cin.) de um corpo é metade do produto da massa pelo
quadrado da velocidade do corpo,

—mv2

A variagao da energia cinética é igual ao trabalho realizado pela forca (resultante),

1 1 s
imv2—§mvg = /Sofds

escrito aqui para o caso de movimento unidimensional. E o Teorema da Energia Cinética
(T.E.C.) que, como ja foi dito (pagina 97), se presta a calcular o médulo da velocidade
quando se conhece a for¢a em funcao da posigao.

A unidade de energia ou trabalho no sistema mks é o newton.metro, denominado joule,
e abreviado J. No sistema cgs a unidade é o dina.centimetro, denominado erg. Um joule é
igual a 107 ergs.



4.4 Trabalho 103

Problema 42

A forga sobre um pedra que é langada por
um estilingue é igual a

80 EQ (s —0,3m)?
onde s é o espaco percorrido desde o ponto
de partida. O comprimento percorrido até
que a borracha do estilingue se afrouxe (e
nao exerga entao mais forga sobre a pedra) é
0,3m. A massa da pedra é 0,01kg. Calcule a
velocidade com que a pedra sai do estilingue.

1 9 1 9 /O,Smfd
—muvuv — =—Mmmvv = S
2 2 Y 0m
1 0,3
50,0107 = / 80 (s —0,3)%ds  (vo é nulo.)
0

Tomando u = 5—0,3;3—2 = 1; tem-se

1 0
20,0102 = 80/ w2 du
2 -0,3
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Problema 43

{orq-a (N)

o

3

\ O wvalor da componente de uma forca
-~ aplicada sobre um corpo ao longo de uma
\ direcao estd expresso no grafico ao lado.

- }7"“ > Calcule o trabalho realizado pela forca
quando o corpo se move naquela direcao de

\ Om até 3m, e também de 3m até 6 m.

-3

O trabalho realizado é a &rea sob o grafico forgaxposicao. Temos aqui triangulos e

retangulos.
1.3
TOm,3m = — +2.3
2
= 7,5J.
1.3 1.3
mém = ————1.3
T3m,6 5 5
= =3J

4.5 Energia Potencial

O conceito de energia potencial deve ser apresentado em conexao com a conservacao da
energia.

Conservacao da Energia Mecéanica

O teorema da energia cinética estabelece que a variacao do médulo da velocidade de um
corpo ¢é determinado pelo trabalho realizado pela forga resultante aplicada sobre o corpo
(pagina 102). Desde que o trabalho é uma integral ao longo do caminho é necessario
conhecer a forga em func¢ao da posicao.

Num sistema unidimensional, se a forca depende apenas da posicao—nao depende por
exemplo do sentido de movimento, da velocidade, ou de outra grandeza—pode-se definir
uma energia para cada posicao, como sendo o trabalho da forca desde uma posicao de
referéncia (escolhida) até a posigao considerada. De fato, inclui-se (como descrito a seguir)
um sinal negativo nessa definicho—é a energia potencial—o que permitird conceituar a
conserva¢ao da energia mecanica.

Num sistema bi ou tridimensional a definicao de energia potencial exige também que
o trabalho nao dependa do caminho.
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Existem forgas dependentes da posicao (entre elas a forca gravitacional, a forca eletros-
tatica e a forga eldstica) em que o trabalho realizado sobre o corpo depende apenas das
posicoes final e inicial do corpo e nao depende do caminho percorrido. Isto significa que,
qualquer que seja o caminho, a velocidade final do corpo (em médulo) serd a mesma
(tendo partido com a mesma velocidade inicial).

Por exemplo, se um carrinho desliza com atrito desprezivel entre dois pontos de alturas
diferentes sobre a superficie da Terra, a velocidade final (em mdédulo) depende apenas da
diferenca de alturas.

O fato se deve a uma caracteristica geométrica da forca em cada ponto do espaco.
Para se visualizar vejamos o conceito de campo de forcas. Existe um campo de forcas
numa regiao do espaco quando esta determinada uma forca para cada ponto daquela
regiao, forca esta que passard a existir desde que se coloque naquele ponto um corpo
para receber sua acao. O conceito de campo é o proprio conceito de fungao da posicao,
apenas enfatizando o seu cardter geométrico. Quando um corpo (agente) aplica sobre um
segundo corpo uma forca podemos considerar que o primeiro cria no espago um campo
de forgas. Sob este ponto de vista, para calcular a forca determinamos primeiramente
o valor do campo na posicao de interesse e em seguida obtemos a forca sobre o corpo
ali colocado. Por exemplo, o campo gravitacional na superficie da Terra é um vetor de
modulo 9,8 newtons/kg, diregao vertical e sentido para o centro do planeta (é habitualmente
denotado por §). Multiplicando-o pela massa do corpo tem-se o peso.

Um campo de forgas é representado geometricamente por um conjunto de linhas que
tém em cada ponto a direcao da forca; veja-se exemplos. Essa representacao enfatiza suas

:

Ny P
i\ (I‘) @/

caracteristicas geométricas.
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Observe-se como as linhas da figura & direita enrolam em torno de cada ponto®.
Quando tal acontece o trabalho depende do caminho®!.

Se o corpo se move no interior de um campo com a caracteristica de nao enrolar
(rotacional nulo) o trabalho nao depende do caminho. Chamamos tal campo de conserva-
tiwo (porque, como veremos, ocorre a conservacao da energia mecanica). No caso de
campo conservativo define-se a energia potencial do sistema em cada posi¢ao do corpo.

Considere-se um sistema conservativo cosntituido de um corpo agente da forca e um
corpo de prova sobre o qual a forca é aplicada.

‘torQo JQ ?rova

agen‘!:e -

Para que o corpo de prova permaneca em equilibrio é necessario existir uma forca
externa ao sistema aplicada sobre o corpo, de médulo e direcao iguais ao da forca aplicada
pelo agente mas de sentido contrario; como na figura.

<l @ —>
for«;a Sorga eXTerna
do agenfe

Convencionemos uma posi¢ao como sendo a origem e convencionemos um valor para
a energia potencial na origem. FEnergia potencial (€potencial, €pot.) dO sistema em uma
posigao do corpo é a energia potencial convencionada na origem (€potencial 0) mais o trabalho
realizado pela for¢a externa para levar o corpo desde a origem até o ponto considerado.

40FEsta caracteristica é descrita algebricamente pela funcio rotacional do campo, estudada em textos
de célculo vetorial.

41Por exemplo, se o (segundo) corpo d4 uma volta em torno do centro sobre ele é realizado um
determinado trabalho, se—em novo caminho—der duas voltas com a mesma trajetoria o trabalho serd o
dobro; etc. .
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4 ponto considerade
!

epotencial<7a ) = epotencialo + Tforga externa sobre o corpo

Ea energia que se coloca no sistema.

Como o trabalho nao depende do caminho a grandeza fica univocamente determinada
em cada posicdo. A energia potencial assim definida permite que o teorema da energia
cinética seja escrito (no caso de forgas conservativas) na forma de uma conservacao da
energia. Escrevamos a energia em termos do trabalho da forca do préprio sistema. Desde

que 7ifor(;a externa — _Tfor(;a do agente temos

7) = T
epotencial(r ) - epotencialo — / forga do agente sobre o corpo

Portanto

Tfor(;a do agente — (epotencial - epotencialo)
e o teorema da energia cinética se torna

€cinética — €cinéticag — T (epotencial - epotencialo>

€cinética T €potencial €cinética g + 6potencialo

Esta soma de energia cinética e energia potencial recebe o nome de energia mecanica
(Emecanica) doO sistema. B grandeza conservada durante o movimento dos corpos de um
sistema isolado no qual as forcas sao conservativas. Trata-se da Conservagao da Energia
Mecanica.

€mecanicafinal — C€mecanica inicial

O movimento acontece de tal modo que ao final a energia mecanica é a mesma que
existia no inicio.
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Energias Potenciais de Alguns Sistemas

E frequente considerar nula a energia potencial do sistema na origem (€potencial . = 0).

Com isto temos no caso unidimensional
S
€potencial — _/ f(S) ds .
S0
Estudemos alguns sistemas com forcas conservativas.

e Forca peso proporcional ao inverso do quadrado da distancia.

m
ma = —K—2
r

onde K é g multiplicado pela massa do planeta. Dai

T dr

€potencial — Km "y
ro T

1
= Km ‘—

T 0

Consideremos como origem da energia potencial um ponto no infinito. Desse modo a
energia potencial num ponto distante é nula e torna-se negativa ao nos aproximarmos

do planeta.
g™

€potencial

/
oty

Posi¢

e Forga peso constante (para movimentos nas proximidades da superficie da Terra a

forga peso pode ser considerada constante).

ma = —mg

h
€potencial — _/0 —mg dh
(h é altura; a origem é o chao).

€potencial — Mg h .
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evergis poliencial

=
fosigao
A forea
T=" oy
posagao
e Forca de restituicao linear.
ma = —Ks
S
€potencial = 0 —Ksds
1
= —K¢?
2
Qngr%ia ‘)ofendaq
—>
PosiGao
Acmr%ia dnatica A emergia pelencial A emergia mecnica
Lka ke —
2, 9 zKA
posico posigao posigao
=
-A A -A A -A A

1
A energia mecanica do oscilador é 3 K A

109
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Problema 44

Um bloco de massa 1kg é abandonado com

velocidade inicial nula sobre um plano de

d. inclinacao 30° com a horizontal, numa posicao
/,\/\ situada a uma distancia (d) de 1,2m acima de
uma mola de constante eldstica 2,510% N/m (ver

o figura). O atrito com o plano é desprezivel.

30 Calcule a deformacao maxima que ocorrera na

mola quando o bloco a atingir (g=10m/s?).

€final =  Cinicial -

(Considere-se como origem da energia potencial a posi¢cao de maior compressao da mola,
conforme mostram as figuras.)

1

§KA28 = mgl[(As+ d)sen30°]
1 Y 1
5 25107 &% = 1.10[(As+1,2)2]

As = 0,071m .

(Existe ainda uma segunda solucao, -0,067 m, que corresponde a uma distensao caso
fique o bloco preso a mola.)

Problema 45

Um sistema mola linear-massa, com constante eldstica 20N/m e massa 0,0375kg, é
lancado com velocidade 2m/s a partir de uma posicdo que dista 5cm da posicao de
equilibrio. Calcule a amplitude da oscilagao que ocorrera em seguida.

Pode-se aplicar a definicao da grandeza A (pagina 98) ou a conservacao da energia
mecanica,
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€final =  Cinicial
] ! ¢ ' —
1 1 1
§KA2 = §mv§+§ng
m
A = Rvgjtsg = 0,1m .

Problema 46
A

Um corpo ¢é langado com velocidade inicial ve a partir
do ponto mais baixo (ponto C) de um circulo vertical de
raio r, sobre sua parte interna. O atrito é desprezivel. A
aceleracao da gravidade é ¢g. Qual é o minimo valor de v¢
para que o corpo passe pelo ponto A sem perder contato
com o circulo?

€final =  Cinicial

1 2
— MUy
2 minima

le’nima :

1
+mg2r = 5 mv
Conforme o resultado do problema 39, pagina 89, va .. = ,/g7. Dai

s = dgr .

minima

Problema 47

Um pequeno corpo estd apoiado sobre o ponto mais
alto de um circulo macico e entao escorrega. O circulo
permanece fixo, o atrito é desprezivel e a aceleracao da
gravidade é ¢g. A posicao do corpo é indicada por um
angulo com vértice no centro do circulo (ver figura).
Determine o angulo em que o corpo abandona o circulo.
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Haverd desprendimento na posi¢ao em que a velocidade do corpo, v(6), for igual a
velocidade maxima naquele lugar. Conforme o problema 40, pagina 89, a velocidade

maxima ¢é /g r senf .

Calculemos v(0).

€final =  Cinicial
2 =
Q
1 2
g mv +mgrsenf = mgr
vo= \/297“(1— send) .

\/Qgr(l—senﬁ) = /g7 senf

2
§ = arcsen—
3

= 41°48 37" .
Problema 48
Calcule a velocidade de escape na superficie

da Terra. O raio da Terra é 6 371 km e g vale
9,8 m/s?.

A velocidade de escape é a velocidade minima que um corpo deve ter para se afastar
definitivamente do planeta.

Na situagao final o corpo estard muito longe da Terra, parado em relagao a ela (no
caso de ter saido do planeta com a velocidade minima). Na situacao inicial ele esté perto,
com velocidade de escape.
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€final =

2

€inicial

2 m

mu —-K—

escape
P 7

m
onde utilizaremos a expressao - K — para a energia potencial gravitacional (pagina 108).
r

O valor de K para a Terra é calculado a partir do raio e de g.

1

Dai

0 =
Vescape
Problema 49
i potencial (J)
SRS
offl 02 03 o4 05 06 o7 d-‘sta>1\c-a(m)

o,

!

L

/j

ma = - KTerra @2
r
98 = K !
e e (6,371.106)2
Kroma =  3,99.10%m3/s? |

2

Uescape 3,99.10
2 6,371.106
11,2.10°m/s .

Um corpo de massa 0,08 kg interage com
outro corpo ao longo de uma direcao, de
modo que a energia potencial em funcao
da distancia entre os corpos obedece ao
grafico ao lado, tendendo a zero para
distancias grandes. Indique as regioes
onde a forca é positiva e onde é negativa.
Para uma velocidade méxima de 5m/s,
indique qual é a regiao acessivel ao corpo.
Calcule a velocidade de escape na posicao
de equilibrio.
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A forca é a derivada da energia potencial em relacao a posicao, com o sinal trocado*?.

o d €potencial
f (S) - T

(caso unidimensional).

Portanto a forga é positiva na regiao em que o grafico da energia potencial é descen-
dente,

0<s<0,3m

E vice-versa, é negativa na regiao em que o grafico é ascendente,
s>0,3m

O ponto s = 0,3m ¢é de equilibrio, do tipo estdvel*3. Dada a velocidade méxima,
para achar a regiao acessivel calculamos a energia mecanica. No ponto de equilibrio temos

1 .
€cinética 1 €potencial = 5 m UrQné,xima - 4J0111€S
1
= -8107%5°—4
2
= —3joules

e a partir do grafico

y |

fe)

- - w® - - s

o
- e > W - —p (N
3

37 4

concluimos que a regiao acessivel é

0,2m <5 <0,5m

. 7o S -
“Derivando ambos os membros de epgencial = Epotencial , [z, f(7).dF (pdginas 107 e 108) em relacao
a posicao obtém-se, no caso mencionado, a expressao do texto.
43H4 trés tipos de equilibrio,
1. estdvel; o corpo tende a retornar quando é deslocado ligeiramente da posi¢gao; ocorre nos minimos
. . d?e i
de energia potencial; %“ml
potencial;

é positiva, a forca é de restituicdo; é um fundo de po¢o da energia

7

. . , . . d?e i .
2. instdvel; o corpo tende a se afastar; ocorre nos maximos de energia potencial; %‘mal é negativa;

3. indiferente; ocorre nas regioes em que a energia potencial é constante.
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Tem-se os graficos das energias cinética e mecanica.

A avargia cindtica

[\

distdncia

—

115

A encr%ia mecanica

distdneia

+ =

Por outro lado para calcular a velocidade de escape (veja também o problema anterior)

faremos

i

€final

€inicial

A tzneraia Fofemcla?.

distimcia

=

Na situagao final
o corpo estd
muito afastado.

Vescape

\—'_%

1 -2 2
5 810 . Uescape

10m/s

Neste caso temos os graficos que seguem.

evarga cinit
c'nar%;a a:na.‘t«ca

distincia

—

A eneraia mecanica

— 4 joules

distincia
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4.6 Conservacao da Energia Total

A forca de atrito é nao conservativa, de modo que o seu trabalho nao pode ser escrito na
forma de uma diferenca de energias potenciais. Quando um sistema possui atrito entre
superficies que se deslocam uma em relagdo a outra (ou superficie em relagao a fluido) o
teorema da energia cinética (paginas 102 e 107) serd escrito como

€cinéticafinal — €cinéticainicial = ﬂorgas conservativas 1 Tatrito
- = (epotencial final — €Epotencial inicial) + Tatrito

€mecanicafinal — €mecanicainicial — 7datrito

A variacao da energia mecanica é igual ao trabalho da forca de atrito. Quando o
sistema possui superficies em contato que deslizam o trabalho da forca de atrito é negativo
porque a forga de atrito cinético tem sentido contrario (pagina 72) ao deslocamento de
uma superficie em relacao a outra. Deste modo, a energia mecanica diminui.

Por outro lado, quando as superficies deslizam, o sistema se aquece. Dai nasce o
conceito de energia térmica, igual em moédulo ao trabalho do atrito, e que esta contida
nos corpos aquecidos. Se somarmos a energia mecanica com a energia térmica—e a soma
damos o nome de energia total—recompomos a lei de conservacao, agora valida para a
energia total.

€mecanica final T ‘ / atrito’ = C€mecanicainicial

€totalfinal — CEtotalinicial

Problema 50

Um corpo é jogado para

_t% deslizar sobre uma mesa
l -

‘\ com velocidade inicial

A B \ (va) 4m/s (ver figura).
“ A distancia (Ixg) até a

. borda da mesa é 2m,

1C o coeficiente de atrito ¢é

cr s 0,175, e a altura da mesa
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é 0,8 m. Verifique inicialmente se o corpo chegara até a borda (com velocidade). Em caso
afirmativo calcule a velocidade em médulo com que ele atingird o chao (g =10m/s?).

1

Cinticny = 3 muy Tagl = pmglas
1
= §m16 = 0,175m10.2
= m.8joules . = m.3,5joules .

A energia cinética em A é maior do que o trabalho da forca de atrito em médulo para

o corpo se deslocar de A até B.
Desse modo atingirda o ponto B e o ultrapassara. Prosseguindo,

€total final —  €total inicial

34 =
.%\y’f/ o —

1 1
5mv%+|7113! = §mvi+mgh
! 24+ 35 142+1o 0,8
—v = = .
2 C i 2 9
ve = 5Sm/s .

Problema 51

~

A B

Um bloco de massa 4kg é lancado com velocidade 6 m/s a partir de um ponto A (na
figura) sobre um plano horizontal em dire¢ao a uma mola de constante eldstica 24 N/m.
A distancia (1) do ponto A até a mola (ponto B) é 2m. A forca de atrito entre o bloco
e o plano tem modulo 20 N. No caso do bloco atingir a mola, qual serd sua compressao

maxima?

O bloco atingird a mola j& que a energia cinética inicial (3mv3 ou 72 joules) é maior
do que o trabalho em médulo do atrito até atingir a mola (20 N.2m, ou 40 joules).
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2:3”@{?“‘&%&0@4 = oo

——
S A
1 2 1 2
§K8 +fatrito-(l+3) = §mUA
1 2 1 2
S22 +20(2+5) = -4.6
2 2
s = 1m

Oito problemas propostos

1 - Um corpo, caminhando numa trajetéria retilinea, teve velocidade inicial 27 m/s e sua
aceleragao ¢ -6t . Calcule o espago percorrido até parar. 54m.

2 - Qual é a frequéncia com que oscila um corpo de massa 37,5g preso a uma mola de
constante eldstica 20 N/m ? 3,68 Hz.

3 - Um corpo de massa 5 kg foi suspenso (por algum mecanismo, guindaste, foquete, etc.)
desde o chao até a altura 5m, com velocidade constante. Calcule (g=10m/s?)

a) o trabalho da forca peso neste percurso,

b) o trabalho da for¢a que suspendeu o corpo,

¢) o trabalho total realizado sobre o corpo,

d) a variacao de velocidade do corpo e

e) usando o trabalho da forga peso e o T.E.C. calcule a velocidade em médulo com que o
corpo chegard ao chao se for abandonado dessa altura 5m. -250J, 2507, 0J, 0m/s, 10m/s.

4 - O sistema da figura ao lado é constituido
por uma mola de constante eldstica 50N/m e
comprimento 16 m (quando relaxada), uma corda
de comprimento 32 m e um corpo de massa 0,2 kg.
Se abandonarmos o corpo na posicao indicada na
figura qual sera a deformacao maxima da mola?
(9=10m/s?.) 2m.
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5 - No sistema da figura o corpo foi
abandonado (vp = 0) a partir do ponto D.
O raio do circulo (vertical) é r. O atrito
¢ desprezivel. Calcule a altura A minima
do ponto D (sobre o plano horizontal que
contém o ponto C) para que o corpo atinja o
ponto A. 2,57,

6 - Na situacao do problema 46, pagina 111,
o corpo foi langado a partir do mesmo ponto

C mas com velocidade 0,775 v¢ (inferior

portanto a velocidade minima para atingir o
ponto A). Calcule o angulo 6 (ver figura) em
que o corpo ira perder contato com o trilho.

19° 32’ 24”.

7 - Um péndulo constituido de uma corda de
massa desprezivel e de um corpo de peso P
foi abandonado de sua posi¢ao horizontal com
velocidade inicial nula (conforme a figura).
Calcule a tensao na corda no ponto C' mais baixo

da trajetoéria.

\ OR
N
\
\
\
\‘
s_--

?omfo C

8 - Com respeito ao sistema descrito no problema 51, pagina 117, pergunta-se

a) Apds atingir sua compressao maxima a mola empurrard o bloco de volta?

b) Se o bloco for empurrado de volta chegara ela de novo ao ponto B?

¢) Onde parara o bloco?

Sim; nao; 0,66 m.
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Capitulo 5

Colisoes

Colisoes entre dois corpos sao em geral tridimensionais. Mas elas podem ser transformadas
em colisao bidimensional com um dos corpos parados—o alvo—por uma mudanga adequa-
da de referencial**. O outro corpo, que atinge, é o projétil. O novo referencial, que também
é inercial®®, estard soliddrio a uma das particulas antes (apenas antes) da colisdo, esta que
funciona como alvo. Deste modo, o estudo das colisdes com alvo, que sao bidimensionais,
é suficiente para descrever todas as colisoes.

O projétil espalha e o alvo recua.

Considera-se energia potencial constante.
Posicoes relativas—que sao diferencas de vetores posicao—sao preservadas em mudan-
cas entre referenciais® 47, As distancias—maodulos das posicoes relativas—sao preservadas.

4 Conceito & pagina 14.

45Conceito & péagina 49.

46Respeitada a limitacio fundamental comentada & pagina 60.

4TVetor posicio no novo referencial (aqui indicado com o superescrito linha) é, em cada instante, o
vetor posigao no referencial original menos o vetor posicao do novo referencial no referencial original (aqui

indicado com a letra R), ”

R . = .
r =7—TR .

- .~
)_7"__’_%9°"93°
v

2
=

Sendo assim

7’_;—7“_{:7?2—7%—(7?1—7?,):7?2—7?1. 5
(Em tempo. Pode-se generalizar para eixos nao paralelos, e até mesmo nao ortogonais, mas é desneces-
sario nas aplicagbes que ora consideramos.)
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E (derivando-se em relagao ao tempo) as velocidades relativas sao preservadas em
mudancas entre referen(nals (sempre respeltada a condicdo comentada a pagina 60);
1)2 — vl — 43 — v;. Também, v/ = ¥ — V, onde V ¢ a velocidade do novo referencial
em relacao ao origmal.

O principio da conservagao da quantidade de movimento em sistemas isolados (pagina
51) é preservado entre referenciais inerciais. Se

M1 VUfinal, + mo Vfinal o = M1 Vinicial ; + mo Vinicial 5
entao
N - o - -
1 (vﬁnall + V) + my (Uﬁnalg + V) = m ( Uinicial 1 + V) + me ( Uinicial o + V)
7 7 7
M1 Vgpal 1 + Mo Uﬁnalg = Uiniciall + Mg vll’llClalg

5.1 Colisoes elasticas

Conservam a energia cinética,

1 2 1 2 1 2 1 2
5 M1 Vfnal, + 5 me VUfinal, = 5 M1 Yinicial; + 5 Mme Vinicial 5
2 2 2 2
Sob transformagoes de referenciais inerciais o carater elastico é conservado (produto

escalar a pagina 17),

= My Vg, .V, +§m2vf2.vf2 = §m1 Vi, Vi, + i

2
(U_%l—i_ﬁ) (1;%1—’_1_}) + mQ(U_g—i_ﬁ)‘(U%Q

my (vf+ 20k, V +V2) + ma(vii4 205,V +V?)
ml(v:12+ 21711]7 +V2) + m2(1}1,3+ 21;;121_} +V2)

’2 2 — . — —
mvg, + movg, + 2 (myv’, +mavl,). Y = mqv)] —I—mgv >4 2 (my vk, + moth,).V

As parcelas em V se anulam pela conservacao da quantidade de movimento, donde

1 ,2 1 ,2 1 ,2 1 ,2
5 M1 Vgnal, + 5 me Vfinal, = 5 M1 Vinicialy + 5 M Vinicial o
2 2 2 2

As colisoes elasticas conservam o médulo da velocidade relativa. Pois—ao conservar a
energia cinética—no referencial de centro de massa (no qual afastamento e aproximagao
acontecem sobre retas®®) cada corpo tem apds a colisio (afastamento) velocidade de
sentido contrario, e mesmo mdédulo, a que tinha antes da colisao (aproximagao), e pode-se
escrever

48Retas, em geral, diferentes.
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Uafastamcnto, 2 em relagao ao 1, referencial centro massa Uaproximagéo, 2 em relagao ao 1, referencial centro massa

(igualdade de médulos), e tratando-se de distancias por unidade de tempo entao

Urelativa apés a colisito —  Urelatuva antes da colisao

independentemente do referencial (conforme a nota 47).

Teorema. Na colisao eldstica com massas iguais e um dos corpos parado (alvo) as trajeto-
rias finais sao perpendiculares.

Pagna = Pripicial
Pygnat = Puinicial
€cinética final = €cinética inicial
m Ul COS Hcspalhamcnto + m U2 COS erccuo - m vinicial
m Ul Sengespalhamento -—m UQ Senerecuo - O
1 2 1 2 1 2
) muvy + ) muvy = ) M Vyicial

Elevando ao quadrado as duas primeiras equacoes e somando tem-se

2 2 _ 2
Ul + 2 /UIUQ (COS 0 espalhamento COS erecuo - Seneespalhamento Senerecuo) + /UQ - inicial
2 2 __ .2 : :
Mas v] 4+ v5 = v, ., pela terceira igualdade donde
COS gespalhamento COS erecuo - Seneespalhamento Senerecuo = O
COS (ecspalhamcnto + 6rccuo> — 0
eespalhamento + erecuo = 900
/9
s
~a -
~
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Problema 52

)

e e Ly P

rd
LY
J

LY
L%

Uma bola de massa 10 g e velocidade 23,4 cm/s colide com outra parada (alvo) de massa
26 g e é espalhada perpendicularmente com velocidade 15,6 cm/s. Obtenha o angulo e a
velocidade de recuo, as energias cinéticas final e inicial e a velocidades relativa final em
modulo.

Pfinal, = Dinicial,
Pfinal, = Dinicialy
26 Urecuoy, — 10. 2374 — Urecuo, — 9 Cm/S .
10. 1576 + 26 Urecuo, = 0 — Urecuo, = —6 CIH/S .
6 o A1l AN
Grecuo = arctan 9 = 33°41'24" .

Urecuo — \/m = 10,8166m/s .

1 1

€cinctica final = 526 10,8166 + 3 10 15,6% = 27378 erg .
1 2

€cinética inicial — 5 10 23,4 = 2 737,8 erg .

Urelativa finaly — 9111/8
Urelativaﬁnaly = 15,6"‘6 = 21,6111/8

Urelativa final — 2374m/s .
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Problema 53

Z o |

Um bloco de massa 2kg e velocidade 9m/s colide eldstica e frontalmente com outro
bloco, de massa 4 kg, parado. Calcule as velocidades finais.

M1 Vfinaly + ma VUfinaly =

M1 Vinicialy
1 2 4= 2 _ 1 2
M1 Vgnal, m2 Vgnal, = M1 Vinicialy
2 2 2
2 Vfinaly + 4 Vfinaly = 2.9
2 2 _ 2
2 Uﬁm/snall + 4 /Uﬁnalg - 2.9

Isolando vgpna1, na primeira equacao e substituindo na segunda tem-se
2 6 27 = 0
Ufinal; — O Vfinal; — =
donde

Vfinal; — —3H1/S e VUfinaly, — 6m/s .

5.2 Colisoes inelasticas

Nao restituem a velocidade relativa em modulo.

n"’q Re 1wt - D L

h

tohlwerte inelsdics

Na colisao totalmente inelastica os corpos resultam solidarios.

clissn elrstic inelstics

Coeficiente de restituicao (n) é a relacao entre os médulos das velocidades relativas,
final e inicial.

FElasticidade é a relagao entre as energias cinéticas final e inicial no referencial de
centro de massa™®

49 Aquele no qual é nula a velocidade do centro de massa.
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Problema 54
M.

—e—
—
——

mm—

Ef

i

Uma bola de massa 3kg é lancada com velocidade 10 m/s para dentro de um cano de
massa 6kg em repouso. O cano possui em seu interior uma mola de constante elastica
5000 N/m acoplada a uma trava especial que prende a mola em sua posicao de maxima
compressao (conforme figura). O atrito é desprezivel. Calcule a velocidade final do sistema
e a compressao da mola.

A conservacgao da quantidade de movimento é

S —§A =@ ___ [u]

L

Iy

Ubola;

mbOlaﬁnal UbOlaﬁnal + mcanoﬁnal Ucanoﬁnal = Mbola; inicial

inicial
A segunda equacao é a igualdade das velocidades finais,

UC&HOﬁnal = Ubolaﬁnal )

dai
3 Vfinal + 6 Vanat = 3.10

Vfinal = 3,3m/s

Pela conservagao da energia total se obtém a compressao da mola.

1 1 1 2 1
2 2 _
5 Mbolagy) Vbolag,.; + 5 Meanogya Veanog,,y T 3 KAs = —mpoa

v
2 92 2 inicial ~bOlajnicial
As = 0,2m

A energia cinética final é % (Mbola+Mecano) Vainal = 50 J e a inicial, % Mpola Vinicial = 150 J.
. 2
Energia % K A’s = 100 J restou acumulada na mola.

Coeficiente de restituicao nulo. A elasticidade é nula.

Problema 55

Qual é o coeficiente de restituicao da colisao do problema 16 pagina 517
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Da figura (sobre fotografia estroboscépica veja-se pagina 52),

3 3
1= UELT T
= 0,73 .

Para obter a elasticidade consideremos despreziveis as dimensoes das bolas® .

energia cinética final no referencial de centro de massa

Elasticidade = B ;
energia cinética inicial no referencial de centro de massa
Uno referencial = Uno referencial original — U centro de massa
de centro de massa no referencial original
v o dr
. Z¢:1 m; dt
U centro de massa - N (paglnaS 54 e 55)
no referencial original Zi:l m;
3
3 +1
0 3
(Massas na relagdo 3/1, pagina 51.) = (no caso, das posicoes finais)
3+1
3 . .
= unidades de velocidade.
3/4
= 3 3 0 .
U branca, - — - unldades.
no ref. centro massa, 0 3/4 —3/4
final
. 3 3 0 .
U preta, — — == unldades.
no ref. centro massa, 3 3/4 9/4
final
. 4 3 1 _
VU branca, = — = unidades.
no ref. centro massa, 1 3/4 ]./4
inicial
= 0 3 3 .
U preta, = — = — unidades.
no ref. centro massa, 0 3/4 3/4
inicial

50De modo a n#o interferir nos cdlculos das velocidades.
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\
\

N | =

[3 (2/4) ' <§/4> o <9(/)4> ' (9(/)4” ) 35+ %
%[3 (;4) . (;4) +1 (;4) . (3‘?’4)] 3(1+4)+(9+2)

(produto escalar a pagina 17).

Elasticidade =

= 0,53

Quatro problemas propostos

1 - Uma bala de revélver com massa 10g atinge
horizontalmente um péndulo com massa 2kg
inicialmente parado. A bala resultou cravada

no interior do péndulo e a oscilagao elevou-o
a uma altura maxima 11,25cm acima de seu

nivel de repouso. Calcule a velocidade da bala

(9=10m/s?). 301,5m/s.

2 - Um bloco de massa 2kg e velocidade 10m/s

alcanga um segundo bloco (munido de uma mola) Tﬁﬁ@

de massa 5kg e velocidade 3m/s. A constante =

eldstica é 1120 N/m. Qual é a méxima compres- ///

sao da mola? 0,25 m.

7

3 - Uma esfera de massa 1,73 g e velocidade 54,65 m/s o\ttt

colide elasticamente com uma segunda esfera de massa O_ T C_)_ T

1g, parada, a qual recua segundo um angulo de 45°. 4 Orecuo™ 4%°
Pede-se o angulo de espalhamento e as velocidades N

finais. \Q

30°; 40m/s; 49m/s.
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Colisoes

4 - Obtenha a restituicao e a elasticidade desta

colisao. (Considere dimensdes despreziveis dos corpos.)

POt

Referencial d

centro de massa.

0,63; 0,40.
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